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Exercice 1. Soit la fonction f : R — [0, 4o00] définie par f(x) = ﬁ
sinx

1. Quel est le plus grand ensemble sur lequel f est continue?

2. Montrer que la fonction f est intégrable sur [0, .

3. Montrer que Uintégrale de f sur tout intervalle [km, (k + 1)x], k entier relatif, existe et vaut celle

sur [0, ].

4. Démontrer que pour tout entier n > 2, /

[0,7] \/|smnx

on pourra utiliser le changement de variable z — nx.)

1
/ ———d\(z). (Remarque:
0] V]S a]

5. Soit (@n)n>1 une suite de réels positifs tels que S = Z an < +00.
n>1

a) Trouver un ensemble dénombrable infini de valeurs de = € [0, 7] sur lequel on peut affirmer

que la série g
1 \/\ sinnz |

b) Montrer que, cependant, la série Z

An
= /Isinnz |

diverge.

converge pour presque tout x € [0, 71'].

Exercice 1. Solution

1) Par composition des fonctions sin, valeur absolue et racine carrée, la fonction z — +/|sinz | est
continue sur R, & valeurs dans [0,1]. Elle est aussi périodique de période w. Elle s’annule en tous les
multiples de 7 et est strictement positive sinon. La fonction f est donc continue sur R privé des multiples
de 7. Elle prend les valeurs +o0o en les multiples de 7. (Elle donc mesurable et positive sur R.)

2) La continuité sur ]0, 7| entraine que f est mesurable et, comme f est aussi positive, il suffit de
regarder les équivalents en 0 et en m. Comme sinx ~ x au voisinage de 0, on a que f(x) ~ |ac|_1/2 au
voisinage de 0 donc f est intégrable sur [0,7/2]. Par périodicité, f(x) ~ |z — 7|~'/? au voisinage de 7
qui est intégrable sur [r/2, 7]. L’intégrabilité de f (positive) sur [0, 7] est établie.

3) On fait le changement de variable ¢ : y +— y + km = z, C! difféomorphisme de ]0, 1] sur |k, k + 1],
de jacobien 1. L’intégrale sur les points du bord ne comptent pas donc,

/ f@ @) = [ fopw) 1dMw) = [ fu+km)dry) = [ fy)dw)
k7, (k+1)7) [0,7]

[0,7] [0,7]
car f(y +km) = f(y).

4) La fonction ¢ : z — nz étant linéaire et non nulle, c’est un C! difféomorphisme de ]0, 7| sur
]0, nw[ et son jacobien est n. L’intégrale sur les intervalles ouverts ou fermés est la méme. On a f(nz) =

2 f o (x)|¢!(x)] done
1 1

1
————d\z) = f(nz)d\(z) = — ——d\(z).
/[o,wl VI sinna | [0,7] n J{onn) /| sinz|
On décompose 'intégrale sur [0, n7] en la somme des intégrales sur [k, (k +1)x] pour k=0,1,...,n—1.
Par la question précédente, on a donc f[o’m] f(z)dA\(z) = nf[o ] \/SIT d\(x) et on a le résultat en

combinant les deux égalités..



5a) Il faut rajouter dans ’hypotheése de la question que a, # 0 pour une infinitié dénombrable de n
(On a compté juste si Pargument suivant était présenté). La ou sin(nx) s’annule, et si a,, est différent de
0, le nieme terme de la série vaut +o0o0. Donc la série vaut +0o au moins en tous les points w/n, n > 1
avec a, # 0. Avec I’hypothese de plus, cela constitue un ensemble dénombrable infini.

a n

V]sinnz |’

5b) Comme les fonctions f, : [0,7] — [0, +00], fn(x) = sont mesurables et positives, on

peut échanger intégrale et sommation,
/ > fodr= Z/ fr d\ = Zan/ flnw)dM\(z) =) an z) d\(z) < 4o0.
[0,7]

n>1 n>1 n>1 n>1 [0, 77]
Donc la série de fonctions positives >, -, f, est intégrable sur [0, 7] et donc prend des valeurs finies

presque partout, c’est-a-dire que Z converge pour presque tout x € [O, 7r].

O
= /Isinnz|

1
Exercice 2. Pour n entier, n > 1, on pose g, : [0,+00] — R donnée par g,(t) = Ao On
souhaite calculer I,, = / gn(t) dA(t). Il sera indispensable de raisonner en posant les propriétés de
[0,+00]

récurrence que vous démontrerez sur la copie, une fois que vous aurez trouvé les expressions sur votre

brouillon. On définit f(x,t) = T Powre >0ett>0,eton pose F(x) = / f(z,t) dA(2).
r (0,400

. . Lo . o 7T
1. Justifier que 'intégrale définissant F'(x) existe et vérifier que F(x) = EN
T
2. Donner 'expression de la dérivée nieme de f par rapport & x, qu’on notera 92 f(x, t).

3. Sans tenir compte du calcul de F', montrer que I'intégrale a parametre définissant F' se dérive sous
Iintégrale a tout ordre n entier supérieur ou égal & 1 pour tout = > 0.

4. En déduire I'expression de I,, a ’aide la dérivée n — 1 ieme de F', puis donner sa formule en fonction
de n.

Exercice 2. solution

1) Pour z > 0 fixé, la fonction t — f(x,t) est continue sur [0, +o00[, positive et majorée par t=2 qui
est intégrable & I'infini (fonction de réference). Donc cette fonction est intégrable et 'intégrale existe. Si
on pose t = s,/7 = p(s) alors ¢ :]0, +00[—]0, +oo[ est un C* difféomorphisme dont le jacobien vaut /7.

On a donc
1 1

Fz) = /]OMHWM = [ e

et cette intégrale se calcule grice a la primitive arctan(s) de @, s dont la limite en +oo est 7/2.

2) On rappelle que la dérivée de u® est au®~! pour tout a réel et u > 0. Par récurrence sur n > 0,
vérifions la propriété: pour tout ¢ > 0, la fonction = — f(x,t) est n fois dérivable par rapport & z > 0
(=1)"n!
a lordre n, alors pour ¢ > 0 fixé, = + 97 f(z,t) est dérivable pour x > 0 (car u = = + t2 > 0) et
—1)"nl(—n—1 —1)ntt 1)!
O ) 2 e VO VG (R

Pour n = 0, c’est la définition. Si la propriéte de récurrence est vraie

(x 4 t2)n+2 - (x 4 t2)n+2
3) Fixons a > 0, la propriété de récurrence pour n > 0 est: pour tout x €]a, +oo[, t — 0% f(x,t) est
intégrable sur [0, +oo[ et FV)(z f[o oo 8;‘f(x,t) dA(t). Si cela est vérifié, alors cette formule sera

vraie en tout point de I’mtervalle Ja,+oo[. Si & > 0, alors on prend 0 < a < x et on conclut donc qu’elle
est vraie sur 0, 4+o0].



La propriété de récurrence est déja vérifiée & Pordre n = 0 par la question 1). Supposons la vérifiée
a Pordre n. On vérifie alors I'application du théoreme de dérivation sous l'intégrale & 97 f(z,t). Il y a 3
hypotheses.

e Pour = > q, la fonction ¢ — 97 f(x, t) est intégrable sur [0, +o0: c’est dans I'hypothese de récurrence.

e Pour t > 0, la fonction z — O f(x,t) est dérivable pour x > a: c’est la question 2).

e (domination): |92 f(z,t)| = (x(_:;;lerz < (a(j;)%%iz := ¢g(t) pour tout x > a et ¢ > 0. Cette

fonction est continue (positive) sur [0, 400, et majorée par (n + 2)! t=2("*2) qui est intégrable & I'infini
car 2(n +2) > 1.
La conclusion du théoréme est la conclusion de la propriété de récurrence a l'ordre n + 1.

4) On connait Pexpression de F' (question 1)) et une récurrence a nouveau donne

(n—1) 7(=1/2)---(=(n—3/2)/2) 7w(-1)"" 11 x3x---x(2n—3) m(=1)""1(2n — 2)!
(@) = opn—1/2 = on pn—1/2 T 9ni(p _ 1)lgn-1/2

Or on voit que

(D" -1, = / AnLF(1, ) dA(t) = F (1),

[0,400)

T (2n-—2)!
Done I, = o 7o
one 2 (2n—1(n — 1)!)2
1
Exercice 3. Soit f(x,y) = ,
fla,y) =~ Ty

1. Montrer par un calcul explicite justifié que f est intégrable sur [0,1] x [0,1] et donner la valeur de
son intégrale.

2. Montrer que f n’est pas intégrable sur [—1,0] x [0, 1].

Exercice 3. Solution

1) Sur [0,1] x [0,1], la fonction est & valeurs dans [0,+o0] et elle est continue sauf au point (0,0)
(Donc elle est mesurable). On peut calculer son intégrale I par le théoreme de Fubini-Tonelli et par le
théoreme fondamental de ’analyse. On a

I= /[071] (/[0’1] - Jlr ” d)\(y)> d\(z)

— [ i)
(0,1]

=@+ Din(@+1) — (@ +1) — @z - D)=k
=2In2—-1+1=2In2

ot z = 07 veut dire qu’on a pris la limite lorsque x — 0T. La valeur étant finie, f est intégrable sur
[0,1] x [0, 1].

2) Sur [0, 1] x [=1, 0], la fonction f est continue sauf 1a ot z +y = 0, c’est & dire le segment S joignant
(0,0) & (—1,1). Comme ce segment est une partie négligeable, la fonction f est donc mesurable. En
revanche, elle change de signe en traversant S. Il faut prendre sa valeur absolue. En utilisant Fubini-
Tonelli a nouveau,

1 1 1
I:/ 7d/\a:,y:/ 7d)\:c,y:/ </ d)\y)d/\x.
0,1]x[-1,0] 1T + ¥l (@9) 0.1]x[-1,0\s [T + ¥l (@9) 0,1 \Ji—1op\ =z} |7+ ¥l ) (=)

Or pour z fixé,

DW= [ ) - [ LaA(t) = +oo

/[1701\{90} |z + 9] J—z,0] |7 + 2 b



car 1/t n’est pas intégrable en 0. Donc I = 400 et donc f n’est pas intégrable sur [0, 1] x [-1,0].

Exercice 4. On pose [, = /

n
Inx <1 — x) d\(x) pour n entier supérieur ou égal a 1.
[0,n]

n
1. Tracer lallure de u +— In(1 — u) sur [0, 1] et montrer que In(1 —u) < —u pour 0 <wu < 1.

2. Posons g, () = (1 — £)"1j,,(z). Quelle est la limite simple de la suite (g,)n>1 sur [0, +oo[?

n

3. Montrer I,, converge vers [ = f[o too I €T d\(x).

4. Vérifier que pour tout entier k > 1, les fonctions fj :]0, +00[— R définies par la formule

fr(z) = %(lnx —1—-1/2—---—1/k), sont les primitives successives de fo(z) = Inz sur |0, +oo],

Cest A dire I = fr—1.
5. Calculer I,, pour tout n > 1.

6. On suppose connue la constante d’Euler v = lim, 4001 4+ 1/2 4 --- + 1/n — Inn. Déduire des
questions précédentes que I = —v.

Exercice 4. Solution

1) In(1 — u) décroit de zéro vers —oo avec une pente -1 en 0 et une asymptote en u = 1. Elle est
concave. On a que (In(1 —u) +u)’ = == + 1 = =% < 0. Donc elle décroissante. Comme elle est nulle
en 0, on aln(l —u)+wu < 0. [On peut aussi utiliser la concavité et dire que la tangente en 0 est au-dessus
de la courbe.]
2) Siz > 0,etn >z onagyzr) =377 OrIn(l —u) ~ —u au voisinage de 0. Donc
nln(l — £) = —x si n — 400 et donc g, (x) — e~* par continuité de I’exponentielle.

3) On applique le théoréme de convergence dominée. Il suffit de travailler sur |0, +oo[ puisque {0}
est négligeable. Pour > 0, on a Inz g,(x) — Inx e~ si n — 400 d’apres 2). Pour la domination, soit
z>0etn>1.

e siz€]0,n],0< g,(z) =e"P17%) < e en utilisant 1).

esiz>n, g,z ): <e "

Donc |Inz g, (z)|] < |Inz e | pour tout = > 0 et tout n > 1. Cette fonction est intégrable sur |0, +o0].
En effet, on a |Inz e™®| < |lnx | qui est intégrable en 0, et |Inz e=*| < Cxe™® qui est intégrable en +oo.

4) Puisque la formule est donnée, il suffit de vérifier f, = fr_1 pour tout k£ > 1. Or fj(z) =
k—1 k—1

v (1nx—1—1/2—-~~—1/k)+$k'

(k—1)!
terme suivant.

5)Onal, = f[o,n] fo(x)(l - 7) d\(x). Par parties, on a

o 0@ <1 - z>n dA(x) = {fl(x) <1 - z)nK +- oy 10 <1 - Z)n_l d\(x)

et le dernier terme venant de la parenthese s’élimine avec le

et le terme tout intégré s’annule car lim,_,o fi(2) = 0 par croissance comparée et g,(n) = 0. Par
récurrence sur k = 1,...,n, et lim,_o fx(z) = 0, on voit que
n—k
nn—1)---(n—k+1 x
A ) fk(x)(l - ) d\(z).
n [0,n)] n
Donc pour k =n,
n! n! n! n
I,=" (1) M) = = [fusr]? = = £, = 1 )—1-1/2—--—1 1)).
5[ REOE) = Tl = ) = g ni ) 11 /i + 1))
6) La parenthese tend vers —y et 25 — 1.



