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Les vecteurs
On note f(X,y,z) une fonction quelconque dépendant de x,y,z.
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On note deux vecteurs U =| U, | etV =|V, | dans un repére cartésien orthonormé (Oxyz).
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Leurs coordonnées peuvent dépendre de x,y,z. Ainsi, Uy peut dépendre de x, mais aussi de y

ou z. Par exemple si Uy=cos(x+y+z-at)

U Y Le produit scalaire est un nombre.
Produit | — — X X Il est égal a:
scalaire u.v= 3V ' \\jy =UNV+UY +UY, uv :HUH"M‘COS(U'V)
Le produit vectoriel est un vecteur.
U vV UV —UV Il est perpendiculaire a UetV.
Produit |~ = g g ey Sa norme vaut :
. UAV =lU [AlV, |=|UV, -UYV,
vectoriel y g L el —
U z Vz UxVy -U ny HU AV H = HU ‘HMHSIH(U ,V)
_i_
OX
Gradient ﬁ( f ) _ of Le gradient s’applique a un
oy nombre, et c’est un vecteur
o
Loz |
. (e ou, oU, au, Le divergent s’applique & un vecteur,
Divergence dIV(U(X, Y, z)) = + Y + = ot c’est un nombre
- — _aUz aUy |
5 _
AX Vs aiy aauz
. () =| o _ x _O0Y, Le rotationnel s’applique a un
Rotationnel | Tot (U) Ay AUy 0z Ox vecteur, et c’est un vecteur
U
) z ouU
_éz ] v Y,
| OX o |
. 02 f O*f O%f Le Laplacien peut s’appliquer a
A(f)= ol pYe o7 un nombre comme a un vecteur.
o°U, N oV, N 0°U, | |Le Laplacien d’un nombre est un
Laplacien A(U)) ox*  oy*  oz* | |nombre.
_ " U, U, U .
AlU)=| A(U. ) |= Y4 Y+ Y | | Le Laplacien d’un vecteur est un
y 2 2 2
A(U,) ox: oy oz vecteur,
: o°U, o, o,
2 + 2 + 2
OX oy oz
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Quelques relations vectorielles utiles
U.VAW)=V.W AU)=W .U AV)
UAV)AW =W -UN —(V - W)U
UANAW)=W -UV-U -VW

(UAV) -W=(VAW) -U=W aU) -V
div[ﬁ(ﬁ)}:O

div(fU) = f divU +U -grad f

div(U AV) = (rotU)-V —(rotV)-U

—

rot| grad (f)[=0
rot(fU) = f rotU +(grad f) AU
rot(U AV) =U divV -V divU +(grad U)-V —(gradV)-U
0] -0 (0]}-a0)
Theoréme de Stokes
[ﬁcﬁa = _US@EKE ol C est un contour fermé entourant la surface S

Théoreme d’Ostrogradsky
[ﬂs AdS = j”divﬂ.dr ol S est une surface fermée entourant le volume V
\Y
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Les nombres complexes

Un nombre complexe z peut s’écrire sous deux formes équivalentes :
e z=a+ib=Re(z)+ilm(z), aest la partie réelle de z, et b sa partie imaginaire
e z=|z|e"|z|estle module dez et ¢ sa phase,

oui*=-1

On a les relations suivantes entre ces grandeurs :

|z|=+va® +b*; p=arctan(b/a)sia>0;p=arctan(b/a) + = sia<O0.

a=|z|cose ; b=|z|sing.

Utile:i=e? et —i=e 2

Le complexe conjugué de z se note z* et vaut a —ib ou| z | e "“suivant la notation utilisée, on
I’obtient en faisant I’opération i donne —i dans I’expression de z. Une propriété trés

. s . 7 . 2

intéressante du complexe conjugué est la relation zz*=| z |

| e T . i0 _io
Ex: — | =——; (l+e")*=1+e
a+ib a—ib

Opération sur les nombres complexes :

Si z :% ralors| z|= I 4 I et p(2) = p(z,) - 9(z,)
22

2

Siz=2-1,;alors| z |:| zl|-| zz|et o(2) = p(z,) + 9(z,)
Utilisation des nombres complexes en trigonométrie

La formule fondamentale est :e'’ = cos@ +isin &
io -0
e

_ i0 _ a-io
Il en découle :cos O = — = Re(e'’);sin@= ¢

- Im(e'’) = Re(—ie")
Et aussi : |ei‘9|2 =1=(e")(e"") =cos’ @ +sin* @

cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
sin(a+b) =sinacosb+sinbcosa
cos2a=cos’a—sin‘a=1-2sina=2cos*a-1
sin2a =2sinacosa

a-b

a+b
cosa+ cosh =2cos—— cosT

Les séries geométriques

p=N _ AN+ o
ZAp=i;si|A|<1ona:ZAp= :
~0 T A ~5 1A
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Les repéres

A A
u|
U, M(p,0,2)

) M(x,y,z)
UZ Z
Uy > > >
Uy 0 \P
Repére cartésien (u,,u,,u,) Repere cylindrique (u,,u,,u,)

p=yX+y’

@ = arctan (XJ
X

u,=coséu,+sindu,

u, =—sinfu,+cosd u,

Repére sphérique (fr,@,ﬁ;)
r=yx+y*+2°

B z
6 = arccos [—mJ
0 Ug M(r,0,0) @ = arctan (%)

u, =sing cosgu, +sindsingu, +cosédu,

v
c
5

=086 Cos¢ U, +cosdsing u, —sinou,

) u, =-singu, +cosg u,

Attention : I’angle @en sphérique n’est pas le
méme que I’angle den cylindrique !
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Les opérateurs vectoriels en coordonnées sphériques et cylindriques

Coordonnées Cylindriques
dans le repere (u ,u,,u,)

Coordonnées Sphériques
dans le repere (u,,u,,u,)

- of ] of
op or
. 1 of
Gradient 70 lgf—e
grad(f) P '
of 1 o
0z rsind op
Divergence ia(pup) +£a(ue) . au, iﬁ(rzUr) N 1 o(sindUJ,) N 1 dU,
divU) p Op p 06 oz r2  or rsing o6 rsind oo
18U, oy, 1 dsined,) 1 oy, |
p 00 o1 rsiné 00 rsind og
ou o(ru
Rotationnel - , _aaUZ ! ~ 58Ur 1 (a »)
rot(U) z 0 rsind op r or
la(pU(,) _laup la(rua) _la(ur)
p Op p 00 r or r oe
Laplacien
2 2 2 2 2
Af Af :8 £+£ﬂ+i2_5 £+—a I Af :la (rzf)+ 5 _12 0 ];+ 21_ i[sineﬂj
op~ pop p-00° oz r or resin“@ op° rcsinfd oo 06
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Les equations différentielles

Une équation différentielle est une équation qui contient des variables indépendantes, des fonctions
inconnues ainsi que des dérivées ou différentielles de ces fonctions.

Une équation différentielle d’ordre n peut s’écrire ¢(x,y,y', y",....y") =0.
Equation linéaire du 1* ordre

e Equation sans second membre : y'(x)+ p(xX)y(x) =0
La solution générale est y(x) = Ae™"™, ol h(x) est une primitive de la fonction p(x) et
A une constante (réelle ou complexe).

e Equation avec second membre : y'(x)+ p(x)y(x)+q(x) =0
o Si on connait une solution yi(x) de I’équation différentielle, sa solution
générale est. y(x) = Ae "™ +y,(X)
o Si on ne connait pas de solution particuliére, on effectue le changement de
fonction y(x) = A(x)e™"™ o0 A n’est plus constante mais dépend aussi de x,
que I’on remplace dans (E) pour trouver I’expression de A(x) d’ou celle de

y(X)

Equation linéaire du 2°™ ordre

e Equation sans second membre : Ay "(x)+ By'(x) +Cy(x) =0
L’équation Ar?+Br+C =0 est I’équation caractéristique.
o Si elle admet deux racines distinctes r; et r, (réelles ou complexes), la solution
est y(x)=4e" + 4, (M, A2 constantes arbitraires).
o Si elle admet une racine double r, la solution générale de H est
y(x) = (a+bx)e™ a, b constantes arbitraires.
e Cas particulier plus simple : y"(x)+ay(x)=0

iJax —iax

o Si o>0, la solution est y=Ae"“"" +Be qui peut aussi Ss’écrire

y = Acos(Nax+p) ou y=Acos(/ax)+ Bsin(x/ax) (fonction oscillante)

o Si oa<0, la solution est y= Aexp(ﬁx)+ Bexp(—\/zx) (fonction
exponentielle)
e Equation avec second membre : Ay"(x)+By'(x) +Cy(x) = f(x)
o Si on connait une solution y;(x) particuliére de I’équation différentielle, sa
solution générale est la somme de la solution sans second membre et de y1(X).



