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Equivalents

Définition 1:

On dit que deux suites réelles (u,,) et (v,,) sont équivalentes s’il existe une suite (e,) tendant vers 0 en
+oo telle que pour tout entier naturel n, u, = v,(1 + €,).

Nous vous donnons maintenant la définition "officieuse", c’est celle-ci dont vous vous servirez pour les
questions qui suivent. Commencez par 1’écrire dans votre résumé de cours.

Définition 2: Cas particulier

. . . L. .U
On dit que deux suites réelles non nulles (u,,) et (v,) sont équivalentes si — — 1.
Vy, N—>+00

1. Equivalents de somme

(a) Les suites suivantes sont équivalentes a n : n,n — 1,n + (=1)",n 4 In(n) car si on divise toutes
ces quantités par n, la limite vaut 1.
1 In(n)
Al:14 —, W
n?’ In(n) +1

1 1
(b) n+ 1+ — est équivalent & n + 1,n + —. Mais I’équivalent le plus simple est n.
n n

L’équivalent le plus simple de 2n? — In(n) 4 12 est 2n”. Attention ce n’est pas équivalent a n? car

le quotient tend vers 2.
Pour n® + 4e™ + In(n) — 2, le plus simple est n®.

(c) Si v, est négligeable devant u,, intuition est que u, + v, est équivalent a w,. Vérifions le, il

. Uy + v
s’agit de montrer que ———— tend vers 1.
Un
Up + Up Un . .
Or ——— =1+ — ce qui tend effectivement vers 1.

Up Up
(d) 1l s’agit de la proposition 2 du bilan.
Up, In(n) 12

(e) Traitons 2n%—In(n)4+12: v, = — In(n)+12 est négligeable devant u,, = 2n? car — = — >+
Un, n n

tend vers 0 (le premier terme tend vers 0 par croissances comparées). Donc v,, ~ 2n2.
n—-+4oo

2. Opérations sur les équivalents

(a) En testant sur des exemples, les deux premiers marchent mais pas le dernier. Par exemple pour

U, =n+1 ~ n=wv,etw, =-n—-2 ~ = —n =z, alors u, +w, = —1 n’est pas
n—-+4oo n—-+4o0o

équivalent & v, + z,, = 0.

UpWn

(b) Faisons la démonstration que u,w, ~ v,z, cad montrons que tend vers 1.
n

—+o0 UnZn
U w Up W
On sait que u,, ~ v, cad que — tend vers 1 et que de méme —~ tend vers 1. Donc ———~
n—+00 n Zn UnZn
tend vers 1.
(c) On utilise la propriété de quotient des équivalents (question précédente) : on détermine un équi-

valent du numérateur et du dénominateur.
Or 3n? +1In(n) ~ 3n? car In(n) est négligeable devant 3n%. De méme —e"+n+1 ~ —e
n—-+o0o n—+00
3n? + In(n) 3n?
—e"+n+1nstoo e’
(d) On suppose que u,, ~ v,, peut-on dire que :
n—-+oo

n

car n + 1 est négligeable devant —e™. Donc



+1

~ e :n+1 ~ mnmaise" " nest pas équivalent a e” car le quotient tend vers

n—+00 n——+00
e et pas 1. Donc le résultat est faux (on a un contre-exemple).
ii. 1 ~ 1 :
il. In(uy) et n(vy,)

il f(un) o f(vn) pour f une fonction quelconque? Si on teste sur exponentielle, c’est
n—-+0oo
faux d’aprés ce qui précéde.
(e) La question 2 démontre la proposition 3 et la remarque 1 du bilan.

3. Entrainez-vous ! Déterminez I’équivalent le plus simple des quantités suivantes :

n34+6 n+6
2n—n’ 2n—(=1)"’

1
n+—, n?4n,2"—n?  2"+In(n)+n, n!'—2" (n+(=1)")(=2n+/n),
n

1 n® + (=1)" — sin(n) sin(n) .
n+1In(n)’ nZ+2—e" ' 2yn-—1 Vn+1, Vn+1-vn, exp(n+l), In(v/n+sin(n))

Solution
Voici dans l'ordre les solutions. Nous faisons en dessous un exemple de corrigé rédigé.

3
R
1 —n3 sin(n) 1
— — 1 1 2
n b en ? 2\/ﬁ ) ﬁ? 2\/57 eXp(n + )’ n(n)/

Quelques exemples de rédaction :

— (n+ (D" (-2n++vn) ~ 2 carn+(-1)" ~ mnet-—2n+yn ~ —2n. En effet,
n—+00 n

n—-+oo ——+00
—1)" —1)" —1)"
m (7) g tend vers 0 par encadrement.
n n n

=1+ tend vers 1 car

v 1 1 1
— vVn+1 ~ +/necar nt :\/n+ :\/l—l—tendversl.
n—+oo \/ﬁ n n

n+1l—n 1

Vn+l+yn n+l+yn
1 1
On vamontrer que vn + 14+v/n  ~ 2¢/n.0Orvn+1+vVn=vn 1+ﬁ+\/ﬁ:\/ﬁ(”1+ﬁ+

—+
1)

1
Donc ntltyn = tend vers 1. Donc vVn+1++vn ~ 2yn.
2\/n 2 n—+o00

1
Donc vn + _\/ﬁ _;\_-;_ m

 VnFl-n=
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Séries numériques : une nouvelle facon de
définir une suite

Dans ce paragraphe, nous allons découvrir une nouvelle facon de définir une suite.

1. Une balle de ping-pong rebondit mais ses rebonds s’amortissent. Il s’est écoulé une seconde entre le
premier et le deuxiéme rebond, puis 'intervalle de temps entre deux rebonds successifs est, & chaque
rebond, divisé par deux. La balle va-t-elle rebondir jusqu’a la fin des temps ou y aura-t-il un moment
ou elle ne rebondira plus 7
On pourra noter u,, U'intervalle de temps écoulé entre le n-iéme et le (n + 1)-iéme rebond.

2. Une ile, peuplée d’'un million d’habitants et isolée du reste du monde, recoit la visite d’un bateau de
ravitaillement chaque année. Cette année, a bord du bateau se trouvait une personne atteinte d’une
maladie trés contagieuse qui, avant de reprendre la mer, a contaminé 12 habitants de l'ile. Les effets de
la maladie sont trés rapides : une personne contaminée est aussitot contagieuse et ne reste contagieuse
qu’un seul jour. L’évolution de la contagion est mesurée par le facteur de reproduction R qui indique
le nombre moyen de personnes qu’une personne contaminée va contaminer pendant la journée ou elle
est contagieuse. Grace aux mesures sanitaires immédiatement prises par les autorités, R baisse selon
la loi suivante : R, = 12/n, ou R,, est sa valeur au n-iéme jour.

Questions : ’épidémie va-t-elle s’arréter un jour ? Si oui, toute la population aura-t-elle été touchée ?

On notera u,, le nombre estimé de personnes tombant malades le n-iéme jour et S,, le nombre estimé
de personnes tombées malades entre le premier et le n-iéme jour. On considérera que 1’épidémie est
arrétée le jour ou u, < 1.

Définition 3: Série numérique

Soit (uy)nen une suite numérique.

— La suite (S, )nen définie par :
Sn = Z Uk
k=0

s’appelle la série de terme général u,,.

— Pour chaque entier n, le réel S, s’appelle la somme partielle d’ordre n de la série.

Notation : la série de terme général u,, est aussi notée la série E Upy-
neN

3. Calculer les sommes suivantes :

N N
SN:Z5"; RNZZL
n=0 n=0

Qn = XN:(*l)n; zjj: < n 1) n12> ;

=1
Un:Z;Tk? Z\er\/W
_Va-b

Indication pour Viy : se rappeler 1'égalité remarquable (& compléter) :
Va+vb o

Les six séries ainsi définies sont-elles convergentes 7 Pouvez-vous calculer la limite de celles qui le sont 7



Solution.
1—5N+L N+l _q
Soit N € N*, Sy = T—5 = 1 . Donc Sy tend vers +oo donc la série associée diverge.

Soit N € N*, Ry = N + 1 ce qui tend vers +oo donc la série associée diverge.

. « | Gt VAR el G D . .
Soit N e N*, Qn = = D) = 5 . Ceci n’a pas de limite car ’expression vaut alter-

nativement 0 puis 1. Donc la série associée diverge.

N N+1
. . 1 -
Soit N € N*, Ty = nE 1 ((n e 3 ) E g n2 = v+ 1) — 1. (Changement d’indice
p = n+ 1 pour la premiére somme). Ceci tend vers —1 quand N tend vers +o00. Donc la série converge

1
etonaz<n+1 n2>:—1.

Soit n € N, U, = 1(3)1 = 3( (S) ) Donc U, tend vers 3 puisque (g)”ﬂ) est de limite
3 o ;
nulle quand n tend vers U'infini. Donc ’;) =5

N
1
Wy =) ————
< Vn+/n+1

n+1-—
n=1
N
:Z n+1—+n
n=1
N+1

=vN+1- 1

Donc Vj tend vers l'infini quand N tend vers l'infini. Donc la série associée diverge.
Définition 4: Série convergente, somme d’une série convergente

On dit que la série de terme général w,, est convergente si la suite (S,,) de ses sommes partielles
+oo

Pest. Si c’est le cas, la limite de la suite (S,,) s’appelle la somme de la série et on la note : Z Uy -
n=0

Ainsi :

oo

Z u, = lim S,.
n—-+oo
0

Quand la suite (.S,,) n’est pas convergente, on dit que la série diverge.
Quand la suite (.5,,) n’est pas convergente mais tend vers l'infini, on peut écrire :

—+oo
E Uy = +00
n=0

Attention : Ne pas confondre les deux notations :

>

neN



et

+oo

S

n=0
La premiére notation désigne la série de terme général u,, c’est-a-dire la suite (S,) de ses sommes
partielles. La seconde notation désigne la limite de cette suite.

4. — Quel est la nature de 'objet mathématique Z Uy !
neN
+o0
— Quel est la nature de I'objet mathématique Z Uy T
n=0
Solution .
Z U, est une suite de réels, chaque membre de la suite est un réel qui est obtenu en faisant la somme

neN
des termes jusqu’a un certain rang.

400
E Uy, est quant & lui un réel, c’est la limite de la série. La série est une suite qui a ou non une limite

n=0
+oo

et si cette limite existe c’est Z Uy -
n=0

5. Retour sur Uexercice 3.

(a) Dans l'exercice 3, quel est le point commun entre les séries définies par les suites (S,,), (Qn) et
(Un) ? Pouvez-vous en imaginer une généralisation ?

Solution .
N
Ces trois séries ont des sommes partielles de la forme Sy = Zq". Ces sommes valent pour
n=0
N 1— qN+1
N e N, Z q" = e si ¢ # 1. La convergence en N dépend de la convergence du terme
-4
n=0

¢Vt Cest la suite géométrique qui converge vers 0 si —1 < ¢ < 1 et vers 1 si ¢ = 1. Pour tout
autre q elle diverge.

Ainsi la généralisation naturelle est Z q" converge si et seulement si —1 < ¢ < 1. Si c’est le cas

neN
ZN 1
n:Oq - Tq

(b) Dans Pexercice 3, quel est le point commun entre les séries définies par les suites (T,) et (V;,)?
Pouvez-vous en imaginer une généralisation ?

Solution .
N

ux séri n mm rti ui s’écrivent sou: rm Upi1— Vp OU U un
Ces deux séries ont des sommes partielles s’écrivent sous la forme -t n Ol v, est une

n=0
N

suite donnée. Des calculs similaires & ceux effectués & la question 3 donnent que E Unt1 — Up =

n=0
un+1 — vo. Comme & la question 3, cette quantité converge quand IV tend vers l'infini si et seule-
ment si vy converge.

Une généralisation est donc : E Un41 — U, Si et seulement si vy converge.
neN
(c) 1l s’agit du théoréme 6.
6. Divergence grossiére. Dans cet exercice, on cherche & étudier les liens entre la convergence d’une suite
(uy) et celle de la série de terme général u,,.



(a) Revenir sur les six exemples de l’exercice 3 : dans le tableau suivant, indiquez pour chacun des
exemples la nature de la série et la nature de son terme général.

So

Terme général u,, | Limite de la suite (uy,) | Nature de la série Z un, (CV ou DV)
SN 5 +oo DV
Ry 1 1 DV
Qn (=" pas de limite DV
lution I 1
T. T2 3 0 (6)Y
N (n+1)2 n?
1
Un n 0 CV
1
Vi —_— 0 DV
N vn+vn+1

(b) Pour les exemples précédents, que peut-on dire de la suite (u,) quand la série correspondante est
convergente ?

So

lution

Il semble que lorsque la série converge, u,, tende vers 0.

(¢) Cas général.

i

ii.

ii.

iv.

Petite question préliminaire. Soit (x,) une suite de nombre réels qui converge vers un réel [.
Que peut-on dire de la suite (z,+1 — zp) 7

Solution
Si x,, tend vers un réel [, c’est le cas aussi pour x,,+1 qui est la méme suite mais décalée d’un
indice. La différence tend donc vers 0.

Soit E U, une série numérique. On note, pour chaque entier n :

n
Sn = Z U -
k=0

On suppose que cette série est convergente. En appliquant la question préliminaire a la suite
(Sn), que peut-on dire de la suite (u,)?

Solution
On sait que la série est convergente donc la suite (Sy) converge vers un réel [. Or pour tout
n, up = S, — Sp_1. Donc la question précédente assure que u,, est de limite nulle.

On suppose que la suite (u,,) tend vers 0. Peut-on en conclure que la série Z u, est conver-
gente ?

Solution
Non comme le montre 'exemple de Vv dans le tableau ci-dessus.

Etablir un schéma logique qui relie les deux affirmations :
— La série Z Uy, est convergente ;

— La suite (uy,) tend vers 0.
Solution
Si la série Z u, est convergente alors la suite (u,,) tend vers 0 mais la réciproque est fausse.

Il s’agit de la proposition 5.
Définition 5: Série grossiérement divergente

Une série numérique g uy, est dite grossiérement divergente si son terme général u,, ne



tend pas vers 0.
7. La série harmonique Soit (u,),en la suite numérique définie par :

1
n+1

pour tout n € N u, =

L’objet de exercice est d’étudier la suite (S,)ncn définie par :

n
pour tout n e N S, = Zun
k=0

(a) Quelle(s) propriété(s) pouvez-vous conjecturer/démontrer sur la suite (S,,)?

1

n

S,=uy+u+...+u,= E Uy

k=0

6

Se = ug + Uy + Uz + u3z + ug + us + up :Z
k=0

1
k+1

=1 |luw=1/2 | up=1/3 |us=1/4 | uy=1/5 | us=1/6 | ug=1/7 *'—'—'—'—'7
ur us .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Solution

S, étant I’aire bleue, elle semble croissante. Pour la convergence, c’est délicat, on pourrait se dire
qu’on ajoute des aires de plus en plus petite et donc que ¢a convergera mais on a aussi ’exemple
du logarithme qui nous montre qu’on peut tendre vers l'infini de moins en moins vite. Pour se
faire une idée plus précise, I'outil informatique est utile : tracez les 10000 puis 100000 premiers
termes et conjecturez.

Pensez-vous que la suite (S,,) est majorée ? Précisez.

Solution

Observer les 10000 puis 100000 premiers termes donne le sentiment que la suite va étre majorée
car elle croit trés lentement. Seulement en vérité ce n’est pas le cas.

(b) Démontrer que, pour tout entier n, Sop41 — S, > 1/2.

1

Pourquoi a-t-on S;— S3>1/2 7

n

Sp,=w +u+...+u,= E wj,

k=0

u=1/5

us =1/6

w=1/T g

up =1 w=1/2 | up=1/3 | ug=1/4 *'—'7
ug i




Solution

2n+1 1 n 1 2n+1 1
Soit n un entier, Sopi1 — Sy = Z m—zm: g
k=0 k=0 =n+1
1 1
Or pour tout kentren+1let2n+1,0<k+1<2n+2, donc —— > ——.
k+1~ 2n+2
2n+1 1 2n+1 1
D —_ > )
one Z E+17— Z 2n + 2
k=n+1 k=n+1
2n+1 2n+1
1 1 n+1 1 1
O = 1= == dépend de k.
r Z M2 4o Z o 12 5 car 2TH_2ne épend pas de
k=n+1 k=n+1
1
Donc S2n+1_5n25-

(¢) Pensez-vous que la série Z u, est convergente ? Justifiez.
Solution

Si la série converge alors S, tend vers une limite finie réelle . Alors So, 1 tend aussi vers [ (c’est
la suite des termes impairs de Sy,).

Donc Sy, 41 — Sy, tend vers 0.

Or on a vu que cette quantité reste pour tout n supérieur ou égal & 1/2 donc c’est absurde car
sinon nous aurions 0 > ok
Donc (S,,) diverge et la série diverge.

(d) Tl s’agit du théoréme 5 sur la série harmonique.

8. Que se passe-t-il quand on modifie quelques termes d’une série ?

(a) On considére la suite (u,) définie par :
VneN u, =27".

Etudier la convergence de la série g U, puis, si elle est convergente, calcluer sa somme.
neN

Solution

1 1 1
—-n __ P _\n s 2 2 . . . - .
E 2 = E on = E (2) est une série geometrlque qul converge car sa ralson est B qu est
neN neN neN

1
de valeur absolue strictement inférieure & 1. Sa limite est —— = 2.
T2
(b) On considére maintenant la suite (v,,) définie par :

v, =1sin <10 etv, =27 " sin > 10.

Etudier la convergence de la série g vy, puis, si elle est convergente, calculer sa somme.

neN
Solution
N
On veut savoir si (Sy) définie pour N entier par Sy = Z u, converge quand N tend vers +oo.
n=0
Pour N > 10,

10 N
Sy=Y 14> 27"
n=0

n=11



En vous inspirant de la démonstration du calcul d’'une somme géométrique, démontrez que
N 9—11 _ 9—(N—10) 9-11 o
2 "= —— — —  cequitend vers ——— = 27",
2 1—21 4 1—21
n=11
Donc Sy tend vers 11 4+ 2719,

(c¢) Pouvez-vous imaginer une propriété générale qui présente ce qui se passe quand on modifie les
premiers termes d’une série 7 démontrer cette propriété ?

Solution

On constate que changer les termes de départ ne changent pas la nature de la série mais uni-
quement la valeur de la limite. La démonstration est en effet la méme : la différence est que la
somme partielle dont on calcule la limite commence & un indice plus élevé. Les premiers termes
n’influent pas sur la convergence : les 11 premiers termes dans la question précédente constituent

une somme finie donc ont une valeur finie.
(d) 1l s’agit de la proposition 6 disant que les premiers termes d’une série ne jouent pas sur sa nature.
9. Rédaction de la premiére fiche de cours sur les séries Sur la premiére fiche de cours consacrée
aux séries, reprendre les définitions déja vues, rajouter les propriétés générales qui vous semblent

importantes.

Nous avons vu dans les exercices de ce paragraphe trois séries de référence :
— La série harmonique;
— Les séries géométriques (a vous de préciser de quoi il s’agit) ;
— Les séries télescopiques (& vous de préciser de quoi il s’agit).

Résumer de maniére synthétique ce que ’on sait sur ces objets.
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Séries a termes positifs

Dans le paragraphe précédent, nous avons calculé la somme de séries géométriques ou de séries télescopiques
convergentes. Nous avons pu le faire car nous étions capables d’exprimer simplement en fonction de n les
sommes partielles S, de ces séries.

Malheureusement, en général, il n’est pas possible d’écrire I’expression de S,, en fonction de n, si bien que

I’étude de la nature de la série (convergence ou divergente) n’est pas aussi simple. Et quand la série converge,
+o00

le calcul de sa somme Z u, est souvent trés difficile.

n=0
Dans ce paragraphe et le suivant, nous allons nous contenter d’étudier la nature d’une sé-

rie (convergence ou divergence) et nous ne chercherons pas a en calculer la somme (quand elle est
convergente).

Dans ce paragraphe, nous étudions uniquement les séries a termes positifs, c’est-a-dire les séries numériques
Zun pour lesquelles u,, > 0 pour tout entier n.

La démarche sera la suivante :

— Disposer d’un certain nombre de séries de référence dont nous connaitrons la nature;

— Etablir ensuite des propriétés générales qui permettent de ramener I’étude d’une série a termes positifs
a celle d’une série de référence.

Dans la feuille de cours que vous allez construire, il faudra faire apparaitre ces deux étapes.
Mais, tout d’abord, pourquoi étudier les séries a termes positifs ? C’est le sujet du premier exercice.

n
1. Soit (u,) une suites a termes positifs et soit, pour chaque entier naturel n : S, = Z U
k=0

(a) En s’inspirant du graphique ci joint, interpréter S,, comme aire d’une partie du plan.

n
S,=uy+u+...+u,= E [
k=0

i uy us Ug

w7
U Un
U2 us

0 1 2 3 4 5 6 n n+1

Solution. Le nombre S,, est la somme des aires des rectangles de largeur 1 et de hauteur uy, pour
chaque k compris entre 0 et n.

(b) Et si les u,, n’étaient pas tous positifs, pourrait-on encore interpréter S,, comme une aire ?

10



n

Sp=uw+u+...+u,= Z“k
k=0

Uy

up Uy U Ug

u3 Uy U1

Solution. Quand wuy est négatif, I'aire du rectangle correspondant est égale & —uy, (une aire est
toujours positive). Donc Sy est égale a la somme des rectangles correspondant aux wuy positifs
ou nuls, a laquelle il faut soustraire la somme des aires des rectangles (rouges sur le graphique)
correspondant aux uy négatifs.

2. Mais qu’ont donc de si spécial les séries a termes positifs ?

(a)

()

(d)

Avez-vous le souvenir d’une propriété qui permet de montrer qu’une suite est convergente sans
avoir besoin de calculer sa limite 7

Solution. C’est le sujet de la premiére feuille de TD : on sait qu’une suite croissante et majorée
est convergente. Pas la peine de calculer sa limite pour le démontrer : il suffit de démontrer qu’elle
est, croissante et majorée.

Soit E Uy une série numérique. On note :

Sn = Zuk

k=0

A quelle condition la suite (S,,) est-elle croissante ?
Solution. La suite (S,) est croissante si et seulement si S,, — S,,—1 > 0 pour tout n > 1. Or :

Sn — Sn—l = Unp.

Donc la suite (S,,) est croissante si et seulement si la suite (u,) est & termes positifs ou nuls a
partir du rang n = 1.

On suppose maintenant que la suite (u,) est a termes positifs.

— On suppose que la suite (S,,) est majorée. Que peut-on dire de la série Z Up 7

Solution. Puisque la suite (u,) est a termes potitifs, la suite (S5,,) est croissante. Si, de plus,
elle est majorée, alors elle est convergente en vertu du théoréme 1 du cours.

— On suppose que la suite (S,,) n’est pas majorée. Que peut-on dire de la série Z Uy !

Solution. Toujours en vertu du cours sur les suites monotones : si la suite croissante (.S,)
n’est pas majorée, alors elle tend vers l'infini. Donc :

“+oo
g Uy = +00.
n=0

On suppose & nouveau que la suite (u,,) est a termes positifs. Etablir un schéma logique qui relie
les deux affirmations :

11



— La série Zun est convergente ;
— La suite (S,,) est majorée.

Solution. La série Z est convergente si et seulement si la suite (.5,,) est majorée.
neN

(e) Question subsidiaire. Revenir sur la série dont les sommes partielles sont notées Qv dans l'exercice
3 du paragraphe précédent. La suite (Q,,) est-elle majorée ? La série est-elle convergente ? Que
pouvez-vous conclure 7
Solution. On a vu dans I'exercice 3 du paragraphe précédent que : ), = 1 si n est pair et QQ,, =0
si n est impair. La suite (Q,,) est donc majorée par 1. Or cette suite ne converge pas, donc la série
correspondante ne converge pas. Mais cette série n’est pas a termes positifs, donc cela ne contredit
pas ce que 'on a vu dans les questions précédentes. En revanche, cela montre que ’hypothése "la
série est & termes positifs" est indispensable pour avoir ’équivalence obtenue dans la question
précédente.
(Penser a compléter le cours avec les résultats obtenus dans cet exercice.)

(f) 11 s’agit de la proposition 7 disant qu’une série positive est convergente si et seulement si elle est
majorée.

3. Comparaison par majoration ou minoration de deux séries a termes positifs. Cet exercice utilise le
résultat démontré dans I'exercice 2

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que, pour tout entier n € N :
0<v, <up.
(a) Pouvez-vous conjecturer le ou les liens logiques entre les deux affirmations suivantes ?
— La série Zun est convergente ;

— La série E v, est convergente.

Pour tout entier n, 0 <v, < u,

n

n
Indication. Si I’on note S,, = Z ug et T, = Z v, peut-on comparer S, et T,, 7
k=0 k=0

12



Solution. Si v, < u,, pour tout entier n, alors T,, < S,, pour tout entier n. On peut donc penser
que si la suite (S,) est majorée, la suite (T},) le sera aussi. Donc, d’aprés V’exercice 2, si la série

E u, est convergente, alors la série g v, le sera aussi.
Démontrer vos conjectures.

Solution. Supposons que la série Z u, est convergente. Alors, d’aprés l'exercice 2, la suite (S,,)
est majorée par un certain réel M :

vneN 5, <M.

Or, puisque v,, < u,, pour tout entier n, on a aussi, pour tout entier n :

n

n
E Uy < § U,
k=0 k

=0

c'est-a~dire T,, < S,,. Mais alors T;, < M pour tout n € N. La suite (T,, est donc majorée.

Puisque la suite (v,,) est a termes positifs, on peut déduire de 'exercice 2 que la série Z Uy, est
convergente.

Conclusion : si la série E uy, est convergente, alors la série E vy, Pest aussi.

1l s’agit du théoréme 8 dit de comparaison a majoration/minoration.

Peut-on déduire de ce qui précéde la nature des séries suivantes ?

1
Z2n+1 Z(S”+n)

neN neN
)DETED W LY
neN neN

Indication. Comparer le terme général de ces séries avec celui de séries plus simples déja vues.

Solution.
1
— Posons u,, = ST Nous avons déja étudié la série de terme général v, = on Or ces deux
séries sont & termes positifs et ’on a :
W¥n €N <2
n —.
2n41 7 2n

. 1 . . . .
Or nous savons que la série E on est convergente car il s’agit d’une série géométrique de

raison 1/2 et que 1/2 < 1. Nous voyons aussi que les deux suites (u,) et (v,) sont & termes

positifs. Donc, d’aprés la question précédente, nous pouvons en déduire que la série E Uy
est convergente.

— Posons u, = 5" + n. Une série plus simple & laquelle on pourrait penser est celle de terme
général v, = 5". Les deux sont & termes positifs et ’on a :

VneN 5" <5 +n.

Mais voila : la série 25" est une série géométrique de raison 5 et 5 > 1. Donc elle est
divergente. Que peut-on en déduire ?

Si la série E 5™ 4+ n était convergente, alors la série g 5™ le serait aussi par comparaison.
Mais ce n’est pas le cas, donc la série E 5" + n est divergente.
Prise de recul. De fagon générale, si on a :

VneN 0<u, <uv,

et si la série g u, est divergente, alors la série E v, l'est aussi. En effet, si la série g Un,

était convergente, alors nous pourrions en déduire que la série E u, le serait aussi, ce qui
n’est pas le cas.

13



— Pour étudier la série de terme général 1/(2" — 1), nous avons envie d’introduire ici aussi la
1
série Z on Mais 2" > 2™ — 1 et donc :

. 1 . . . .
La série E o est convergente mais on ne peut rien en déduire sur la convergence de la série

1
Z on 1 o la majoration (x) n’est pas dans le bon sens.

Prise de recul. Attention au sens des majorations : nous avons démontré que si
— pour tout n € N, 0 < v, < uy

— et si la série E u, est convergente,

alors la série E v, est aussi convergente. Mais avec la méme majoration 0 < v, < u,, si

nous savons que E v, est convergente, nous ne pouvons rien en déduire sur la série E Up, -
(Cherchez des exemples.)
— Pour étudier la série E 5™ — 1, nous avons envie d’utiliser & nouveau la série E 5™. Nous
avons :
VneN 0<5"—-1<5™
Pour utiliser le résultat obtenu dans les questions précédentes, il faudrait que la série g 5"
soit convergente, ce qui n’est pas le cas. On ne peut donc rien en conclure.

Prise de recul. Sion a :
VvneN 0<u, <v,

et si ’on sait que la série E vy, est divergente, on ne peut rien en conclure sur la série E (T
(On pourra chercher des exemples ou la série E u, converge et d’autres o elle diverge.)

4. Utiliser le résultat obtenu & l’exercice 2 pour imaginer des exemples de séries convergentes et diver-
gentes.

Solution. Nous savons que toute série géométrique de raison comprise dans l'intervalle [0, 1] est conver-
gente. Une série dont le terme général u,, peut étre majoré par une expression de la forme r" avec
r € [0,1] est donc convergente. Par exemple :

1 1
= Uy =
3n+1 " 2m4n+3

Un,

Construction de séries divergentes : ’exercice 2 nous dit que si 0 < u,, < v, pour tout entier n et si
la série E uy,, diverge, alors la série E vy, est aussi divergente. Ainsi, une série dont le terme général
u, majore celui d’une série divergente est divergente. Par exemple :

Uy = 2" + 1,

puisque u, > 2 et que la série Z 2™ est divergente. Mais, dans ce cas, il est plus simple de constater

que la série E u,, est grossiérement divergente puisque u,, ne tend pas vers 0.

Pour trouver un exemple de série divergente qui n’est pas grossiérement divergente, on peut utiliser
par exemple la série harmonique, de terme général u,, = 1/n pour n > 1. On sait que cette série
diverge alors que u,, tend vers 0.

En utilisant I’exercice 2, on peut alors construire des séries divergentes en cherchant des séries dont le
terme général v, majore u,, pour tout n > 1, c’est-a-dire : v, > 1/n. Par exemple :

1 1 1
vn:mpournzl Uy = Vp 1 —— pour n > 2

% Inn

5. A la recherche d’autres séries de référence : les séries de Riemann.
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. . 1 . .
(a) On consideére la série de terme général w,, = — . Comme ug n’est pas défini, les sommes partielles
n

n
Sn = Z Uf -
k=1

i. Soit m > 2. En utilisant le graphique ci-joint pour se donner des idées, comparer les deux

sont définies ici par :

quantités :
n
1 " dx
T, = = et U, = [ .
y=1/2°
1
wp = ER k>1
n 1 " de
Comparer Y = et /1 =
k=2 :
u =1 up=1/4
ug=1/9
—
U, = 1/n” |
0 1 2 3 n—1 n

Solution. La quantité T,, représente I'aire hachurée en orange sur la figure : la somme des

72 et de largeur 1, quand k varie de 2 & n. Et l'intégrale U,

représente ’aire comprise entre la courbe y = 1/x?, I'axe horizontal et les deux verticales
d’abscisses x = 1 et £ = n. On "voit sur le dessin" que :

rectangles de hauteur u; =

T, <U,.

Pour le démontrer, on peut découper 'intégrale U,, en plusieurs morceaux :

n—1 k
dx
U, = / @
, . . Fode
(c’est la relation de Chasles) puis dire que, pour chaque k > 2, le morceau — est plus
k—1 %

1 . .
- Et ceci est vrai car :

k

grand que uy =

1 1
Vo e[k -1,k 2* <k? etdoncﬁzﬁ;

si on intégre cette derniére inégalité entre k — 1 et k, on trouve :
Foda koda 1
2] @
k-1 7T k-1 k k
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(b)

ii. Etudier les propriétés de la suite (U,) : est-elle monotone ? convergente ? bornée ?
Solution. On peut calculer simplement l'intégrale U,,, cela permet de répondre facilement
aux trois questions :

On voit alors que la suite U, est croissante (puisque (1/n) est décroissante), qu’elle converge
vers 1 et qu’elle est majorée par 1 puisque :

1
Vne N — - <1.
n
iii. En déduire que la série Z 1 /n2 est convergente.
Solution. On a :
VvneN* T, <U, <1.

La suite des sommes partielles (T},) est donc bornée. Donc la série Z 1/n?, qui est & termes

neN*
positifs, est convergente en vertu de l’exercice 2.

Soit o un nombre réel positif ou nul. La série de Riemann de paramétre « est la série de terme
1 . . .

général u, = —. Comme & la question précédente, on constate que ug n’est pas défini, aussi les
n

sommes partielles de la série sont définies par :

Refaire tout le raisonnement de la question précédente en remplagant 2 par «. Pour quelles valeurs
de « est-il encore valable ?

Solution. Si 'on refait tout comme dans la question précédente en remplacant 2 par «, la majo-
ration T),, < U, est encore vraie mais le calcul de U,, dépend de « :

— Sia#1:
n n 1 n 1
U, = / d—j = / x”%dr = [a:_(”'l]l = ——(n7*tt 1),
1 1

T —a+1 —a+1

Pour que (U,,) soit convergente et majorée, il faut que —a + 1 < 0. Dans. ce cas, U, tend
vers 1 comme dans le cas o = 2 et ’on peut continuer le raisonnement sans changement.

Si, en revanche, —a + 1 > 0, alors U,, tend vers l'infini et le raisonnement de la question
précédente ne fonctionne plus.

— Sia=1: " g n g
Un:/ i:/ —x:[lnm];lzlnn.
1 1

¢ €T
Dans ce cas, U, tend vers l'infini, cette suite n’est donc pas majorée et 1’0 ne peut pas
continuer le raisonnement comme dans la question précédente.
Conclusion : le raisonnement de la question précédente est valable si et seulement si o > 1.
Que peut-on dire dans le cas a = 17 (Utiliser sa mémoire ...)
Solution. Dans le cas a = 1, la série Z 1/n est la série harmonique, nous savons qu’elle est
divergente.
On suppose que 0 < « < 1. Pour chaque entier n € N, comparer 1/n et 1/n® puis utiliser le
o

résultat de I’exercice 2 pour étudier la nature de la série Z 1/n®.
Solution.

Si o < 1, alors on a, pour tout entier n € N* : n® < n et donc :

1

< .
S e

S|

16



Comme la série harmonique Z 1/n est divergente, on déduit de Dexercice 2 que la série
neN*
Z 1/n® est aussi divergente.
neN*
(e) Il s’agit du théoréme 8 donnant le critére de convergence des séries de Riemann.
6. En utilisant ’exercice 2 et les séries de référence déja vues, peut-on étudier la nature des séries
suivantes ?

n nz— n
(A)ani+1 (B) > n41 (C)ZT—Zl Z\/ﬁ—l (E)Zﬁ
neN

neN neN neN* n>2

Solution. 11 faut tout d’abord remarquer que ces séries sont toutes a termes positifs, ce qui

permet d’utiliser 'exercice 2. L’idée est de chercher & majorer le terme général de la série étudier

par celui d’une série de référence convergente ou bien de le minorer par celui d’une série de référence
divergente.

— (A) : comme n® +1>n3 ona:

Le terme général de la série étudiée est donc majoré par celui de la série de Riemann E 1/n® avec
a = 2. Comme a > 1, la série de Riemann est convergente et ’on peut déduire, par comparaison
de séries a termes positifs, que la série E Py I’est aussi.
n
neN

— (B) : comme n? —1<n? ona:
n? —

VneN — < — = —.
n

Le terme général de la série étudiée est donc majoré par celui de la série de Riemann Z 1/n®
2 _

avec a = 2. Comme ci-dessus, on en déduit que la série E est convergente.
neN
— (). Ici, on ne peut pas raisonner par majoration. En revanche, on peut décomposer les sommes

partielles de la série en une somme de sommes partielles de deux séries connues :

nt I & K1 &K &
SN—Z =Xt =l mt
n=1 n=1 =1 n=1 n=1
N N
i 1 1 R . .
Or les sommes partielles Z — et Z —; correspondent a des séries de Riemann convergentes
n=1 n n=1 n

puisque 3 > 1 et 4 > 1. La somme de deux suites convergentes étant convergente, on en déduit

que la suite (Sy) est convergente est donc la série Z est convergente.

neN*
— (D). Nous avons : v/n —1 < y/n. Donc :

Vn > 9 1 S 1 1

n —_— > —=—.

- Vn—17+n nl/2

Or la série Z 1/ n'/? est une série de Riemann divergente puisque 1/2 << 1. Donc, par com-
paraison par minoration avec une série a termes positifs divergente, on e déduit que la série

Z est divergente.
n>2
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— (E). En procédant comme dans les exemples précédants, on a envie d’écrire :

Vn+1>+ynet
donc :
1 1

<.

vr+1 7~ /n
Mais voila : la série de Riemann Z 1/ n'/? est divergente. Nous avons donc majoré le terme
général de la série Z

neN
pouvons rien conlure.

par celui d’une série divergente. De cette situation, nous ne

1
vn+1l
Il faut alors ruser davantage et constater que :

Vn e N* /n+1<+vn++vn=2/n.

Et donc :
1 1 1

\F+1

La série de Riemann Z 1/n*/? est divergente car 1/2 < 1, donc la série Z 1/2n'/? Vest aussi

(pourquoi 7). Par comparaison par minoration avec une série de Riemann divergente, on en déduit

Vn € N*

1
ue la série ——— est divergente.
d 7% vn+1 &

7. En utilisant 'exercice 2 et les séries de référence déja vues, étudier la nature des séries suivantes :

Solution. La méthode est toujours la méme :

+oo 2

n 1
o e b
(a) 7;15n4+n (%) “— nsin“n
+oo 1
(© Z4+cosn. (d) 7; nz —1
—+oo

ZW

(9) Jiolnl (h) i()”i?
n=1 nd n—1 (n+ %)n’

d’abord, vérifier que la série est bien & termes positifs,

puis :

majorer le terme général par celui d’une série de référence convergente, et conclure alors que la
série est convergente.

ou bien minorer le terme général par celui d’une série de référence divergente, et conclure alors
que la série est divergente.

(a) On a:

n2

V' N* ———
ne 5nt +n

IN

1
5n2’
Par comparaison par majoration avec la série de Riemann Z 1/n? qui converge puisque 2 > 1,
la série est convergente.
(b) Puisque sin®n < 1, on a :

(a)

Vn € N* >

1
in 2 n’
nsin“n ~ N

Par comparaison par minoration avec la série harmonique E 1/n qui diverge, la série est diver-
gente.
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— (c) La suite de terme général \/n/(4 + cosn) ne tend pas vers 0. La série correspondante est
donc grossiérement divergente, donc divergente.

— (d) Ona: v/n2 —1 < vn? =n. Donc :

1
Vn > 2 ——— >
n?—1

S|

Par comparaison par minoration avec la série harmonique qui diverge, la série étudiée est diver-
gente.

— (e)Ona:vn3+1>vn3=n32 Donc:

1

v Ni<—1
n e =1 S

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann Z 1/ n3/? qui converge puisque 3/2 >
1, la série étudiée est convergente.

— (f) Ona:lnn > 1 deés que n > 3. Donc :

1 1
Vn>3 — < —.
"= n2lnn — n?

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann Z 1/ n? qui converge puisque 2 > 1,
la série étudiée est convergente.
Remarque. La majoration utilisée n’est valable que pour n supérieur & 3. Mais nous avons vu
dans ’exercice 8c, p. 9, que la convergence ou la divergence de la série ne dépend pas de la valeur
de ses premiers termes. Notre raisonnement est donc correct.

— (g) Pour résoudre cet exercice, il faut se rappeler que Inn < n pour tout entier non nul n. On en
déduit que :

Inn

— <

n
VTLEN* 3 > 3 3"
mn n n

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann E 1/n? qui converge puisque 2 > 1,
la série étudiée est convergente.

— (h) Surtout, ne pas se laisser intimider. Si I’on souhaite majorer le terme général de cette série,
on peut tenter de minorer le dénominateur. Par exemple, pour n > 1 :

n+—2>n
n
Donc :
n? <n27 1
(n+3)" ~mn

. 1 . . . .
La série — nest pas une série de Riemann, mais on peut encore majorer : par exemple :
E e

1

n2’

1
Vn>4 n—22>2 et donc <
nn72

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann E 1/n? qui converge puisque 2 > 1,
la série étudiée est convergente.

8. Utilisation des croissances comparées.

(a) Rappelez-vous la limite des suites (u,,) définies par :

Inn
i. up=0 et u, = — pour >1;
n

. Inn
il. ug=20 et u, = —— pour >1,oua>0;
ne
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(d)

1. Uy = 67 ]
nP

. up = —,avecp>0eta>L
a

Solution.

Inn
i. — — 0 quand n tend vers l'infini;
n

. Inn o
ii. si @ >0, alors — — 0 quand n tend vers Pinfini;
ne

4
lii. — — 0 quand n tend vers l'infini;
e

nP
iv. sip>0eta>1, alors — — 0 quand n tend vers l'infini .
a

On se rappelle que si une suite (u,,) tend vers 0, alors on a : u, <1 a partir d’un certain rang.
C’est-a-dire qu’il existe un entier N € N tel que u,, < 1 pour tout n > N. Voyez-vous comment
utiliser cela pour démontrer que la série

Z hln
ns
neN*
est convergente ?

Solution
Puisque In /n tend vers 0 & infini, il existe un entier N tel que :

|
vn>N -2 <1
n
On a donc : | )
nn

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann E 1/n? qui converge puisque 2 > 1, la
série étudiée est convergente. Nous avons bien le droit de raisonner ainsi car la série est a termes
positifs.

Etudier de la méme maniére la nature de la série suivante :
n2
>
neN

(Indication : & partir d’un certain rang, on a : e" > n*. Pourquoi ?)
Solution
Puisque n*/e™ tend vers 0 a linfini, il existe un entier N tel que :

4
Vn>N — <1
e’ﬂ
On a donc :
2 7’L4 1

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann E 1/n? qui converge puisque 2 > 1, la
série étudiée est convergente. Nous avons bien le droit de raisonner ainsi car la série est a termes
positifs.

Etudier de la méme maniére la nature de la série suivante :

1
Z Vnlnn



(Indication : & partir d’un certain rang, on a : Inn < nt/%. Pourquoi ?)

Solution
Puisque In n/n1/4 tend vers 0 a l'infini, il existe un entier IV tel que :
Inn
On a donc :
1 1 1

Vn >N > = —.
7 Vnlnn T nnl/4 n3/4
Par comparaison par minoration avec la série de Riemann Z 1/ n3/* qui diverge puisque 3 /4 <1,
la série étudiée est divergente. Nous avons bien le droit de raisonner ainsi car la série est a termes
positifs.
9. Dans les exemples suivants, quelles sont les séries pour lesquelles il est utile d’appliquer les propriétés
de croissance comparées pour étudier leur convergence ? Pour quelles séries est-ce inutile ?

nn nn nn2
WY myY o X oy L wmy

ntlnn ner en
neN* n>2 neN* neN* neN

Etudier la convergence de ces séries.
Solutions.
(A) On sait que la série harmonique Z 1/n est divergente et que Inn > 1 pour tout n > 3 et donc :

Inn

Vn >3 >

S|

n
Par comparaison par minoration avec la série harmonique E 1/n qui diverge, la série étudiée est
divergente. Nous avons bien le droit de raisonner ainsi car la série est a termes positifs.

Les croissances comparées ne sont donc pas utiles ici;

(B) Comme pour (A), on utilise que, pour tout n > 3, Inn > 1 et donc :

1 1

ntlnn — nt’

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann E 1/ n* qui converge puisque 4 > 1, la série
étudiée est convergente. Nous avons bien le droit de raisonner ainsi car la série est a termes positifs.

(C) Ici, on doit utiliser les croissances comparées. Le quotient Inn /2" ne figure pas dans les croissances

comparées, mais on peut écrire :
Inn Inn n

P T
D’une part, on utilise le fait que Inn/n tend vers 0 a Pinfini pour pouvoir affirmer que, pour n assez
grand :

Inn
n
et donc :
Inn n
<
n - 271

On se raméne ainsi a étudier la convergence de la série E n/2". Nous pouvons a nouveau utiliser les
croissances comparées pour écrire que, pour n assez grand :

1<1
o2n — p3

(argument semblable aux précédents : n®/2" tend vers 0, donc pour n assez grand, n3/2" < 1) et
donc :
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10.

E

n3  n?

n
< il
AL

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann E 1/ n? qui converge puisque 2 > 1, la

. . . . . . Inn
série E n/2" est convergente. Puis, par comparaison par majoration, la série E - est convergente.
Nous avons bien le droit de raisonner ainsi car les séries connsidérées sont a termes positifs.
(D) 11 suffit ici d’écrire que 1/n < 1 pour tout entier non nul, et donc :
1 1
S J—
ner er
La série géométrique g e~™ est convergente car e ! < 1. Donc, par comparaison par majoration, la
série considérée (qui est bien a termes positifs) est convergente. Les croissances comparées sont donc
inutiles ici.
(E) Utilisons & nouveau la majoration Inn < n. Elle conduit a :
(Inn)? 2

< .
en e

3

3

Puis nous pouvons utiliser le fait que, pour n assez grand :

1 _ 1
en = nd

(par le méme argument que d’habitude : n? /e™ tend vers 0 donc nt < €™ pour n assez grand). Et
donc, pour n assez grand :

3
o
o

|
A

n

n?’

9]
3
W~

Par comparaison par majoration avec la série de Riemann g 1/ n? qui converge puisque 2 > 1, la série
E n?/e™ (qui est & termes positifs) est convergente. Puis, & nouveau par comparaison par majoration,
la série E (Inn)?/e™ est convergente.

En utilisant des croissances comparées, étudier la nature des séries suivantes :

vn 1
n nn
(a) — (b) —=;
neN er ngl\;* n\/ﬁ
1 2
© 2 gy (@2 Gy
(comparer avec 1/n) (comparer avec 1/n?).

Solution.
(a) Pas facile. 11 faut utiliser la relation : z¥ = Y% Ainsi :

n nlnn
nf _ L — 6\/ﬁln(n)7n.

emn en

On utilise les croissances comparées pour voir quel est le terme dominant dans I'exposant :

ﬂlnn—nzn(—l—&—l\r;g).

Comme Inn/v/n tend vers 0 & I'infini, on a :

SIE
IA
N =



pour n assez grand et donc :

il < 14 1 n
nlnn—n<n|— - =—=.
- 2 2
Ainsi, pour n assez grand :
Vvn
D e,
er
La série géométrique de raison e 12 est convergente car e /2 < 1 et donc, par comparaison par

majoration, la série a termes positifs E —.— est convergente.

e
(b) Dans les deux exemples qui suivent, on aura & majorer Inn par une puissance de n, par exemple
n®, mais on ne sait pas toujours deviner la valeur de o qui nous sera utile. C’est pourquoi on peut
raisonner comme cela :
On sait que Inn/n® tend vers 0 si a > 0, donc, pour n assez grand :

— <1, C(lest-a-dire Inn < n®.

Donc :
Inn n® 1

< = .
n\/ﬁ — n3/2 n3d/2—«a
Puisque ceci est vrai pour toute valeur de o > 0, c’est vrai en particulier pour a = 1/4. On a donc :

Inn 1 1

nyn < n3/2—1/4 = p5/4°

1
Or la série de Riemann Z 71
n

la série & termes positifs étudiée est convergente.
On remarque que l'on a choisi a = 1/4 pour avoir 3/2 — a > 1.

est convergente car 5/4 > 1. Donc, par comparaison par majoration,

(¢) les croissances comparées permettent d’obtenir une majoration du logarithme, pas une minoration.
Essayons donc de voir ot cela conduit. Comme pour (b), nous écrivons, pour n assez grand :

Inn <n®

avec une valeur de o > 0 que nous choisirons ensuite. On en déduit :
1 1 1

Vn(lnn)? =z Jn(n®)2 ~ pi/ztza’

Si nous choisissons « = 1/4, nous obtenons :

1
Va(lun)?

Or la série harmonique E 1/n est divergente. Donc, par comparaison par minoration, la série a termes

1
> —.
n

1
ositifs ——— est divergente.
P Z vn(Inn)? &

(d) Pas facile. On ne va pas utiliser ici les croissances comparées. Il faut utiliser deux fois la relation :
z¥ = eY"? de la maniére suivante :

(ln n)ln n __ eln nin(lnn) _ nln(ln n) )

Or nous savons que Inn tend vers l'infini quand n tend vers l'infini, et donc In(lnn)) tend aussi vers
Iinfini & U'infini. Donc, pour n assez grand, on aura :

In(lnn) >2 et donc 0™ > p2
et donc :
1 1
(lnn)lnn — n2'
1
Or la série de Riemann Z — est convergente car 2 > 1. Donc, par comparaison par majoration, la
n

série & termes positifs étudiée est convergente.
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11. Imaginer deux exemples de séries dont la convergence s’étudie avec les propriétés des croissances

comparées ; puis deux exemples de séries dont le terme général contient Inn ou 2" et n

2 et pour

lesquelles il n’est pas utile d’utiliser les propriétés des croissances compérées.

12. Utilisation de la comparaison par équivalents. On rappelle que si une suite (e,) tend vers 0, alors on

a :

1
_§§6n§

N =

Soient (uy,) et (vy,) deux suites a termes positifs. On suppose que

(a)

()

U ~ Unp -
n Nt oo n

\Y% ériﬁer que, p0u1" ‘Out T assez grand, on a :
[ u Un,.
2 n = n = 2 n

Solution. Si u, ~ wv,, alors on peut écrire :
n—-+oo

U = vp(1+ €,)
avec €, — 0. Or, pour tout n assez grand : —1/2 < ¢, < 1/2 et donc :
1 1
1*§§1+€n§1+§7
soit, en multipliant par v, qui est positif :
1

3
51}” <up=v(1+e,) < QU”'

Démontrer que si la série E vy, est convergente, alors la série E u, D'est aussi.

Solution. Nous venons de voir que, pour tout n assez grand, u,, < (3/2)v,. Si la série Z Uy, alors
la série 2(3/ 2)v,, Vest aussi (pourquoi?) et donc, par comparaison par majoration, la série a
termes positifs Z u,, l'est aussi.

Démontrer que les deux séries sont de méme nature.

Nous venons de voir que la convergence de la série Z v, entraine celle de la série Z Up. Vérifions
maintenant la réciproque, c’est-a-dire que la convergence de la série Zun entraine celle de la
série Z Up, -

Si la série Zun est convergente, alors, puisque (1/2)v,, < u, pour tout n assez grand, la série
Z(l /2)v, est convergente par comparaison par majoration de séries a termes positifs. Et donc
la série Zvn est convergente (pourquoi?).

Dans les questions précédentes, ou a-t-on utilisé le fait que les deux suites (u,) et (vy,) sont a
termes positifs ?

Solution. A deux endroits : d’une part, pour obtenir la majoration de la premiére question, nous
avons multiplié les termes d’une inégalité par v,. Ceci était possible car v, est positif ou nul.
D’autre part, nous avons utilisé le critére de comparaison par majoration, valable uniquement
pour les séries a termes positifs.

Il s’agit du théoréme 9 dit de comparaison & équivalents.

13. En utilisant des comparaisons par équivalents, étudier la nature des séries suivantes.

n>4+n+1 n—1
(a) Z3n472n+3’ () Z3n2+27
neN neN
1 2
—_; d .
(<) n%ﬁ; n? —sinn (@ ng* vn—1+In(n+1)
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Solution.

(a) Pour calculer un équivalent simple, on factorise le numérateur par le terme dominant quand n
tend vers l'infini (c’est-a-dire n?) et I'on fait de méme pour le dénominateur (terme dominant : 3n*).
On écrit donc :

n?+n+1  n?(l+:+ %)

3nt—2n+3  3nt(l-Z+ k)
Or : ) ) 5

-——0, -w——0 ——=0 ——=0.

n " n? n3 nt
Donc :

n?4+n+1 n2 1

3nf —2n+3 30t 302
Or la série de Riemann Z 1/ n? est convergente car 2 > 1, donc la série Z 1/ 3n? Pest aussi et, par
comparaison par équivalents, la série de I’énoncé, qui est a termes positifs, est convergente.
(b) Méthode identique au (a) :

n—1 n(l—1) n 1

3242 3n2(1+ %) 30 30

La série harmonique Z 1/n est divergente, donc la série Z 1/3n Dest aussi. Par comparaison par
par équivalents, la série de I’énoncé, qui est & termes positifs, est divergente.
(¢) La méthode est encore la méme, il faut juste ici penser a tout bien justifier :

1 1 1

2 _gsinn n%l—“ﬂ%) T

n

On a utilisé le fait que sinn/ n? tend vers 0 a Dinfini, il faut donc le vérifier. On écrit :
—1<sinn <1,

puis on divise par n?, ce qui ne change pas le sens des inégalités puisque n? > 0 :
1 < sinn < 1
ST Su
Or —1/n? et 1/n? tendent vers 0 a 'infini. Par le théoréme d’encadrement (ou des gendarmes), sinn/n?
tend aussi vers 0.

1
Nous avons donc démontré que —————— est équivalent & 1/n?. Or la série de Riemann Z 1/n? est
sinn

2
n2 —

convergente car 2 > 1, donc, par comparaison par équivalents, la série de I’énoncé, qui est a termes
positifs, est convergente.

(d) Le logarithme est négligeable devant la racine carrée, on factorise donc le dénominateur par v/n :

n vn

tend vers 0 & 'infini. Donc :

vn—1+In(n+1) = \/ﬁ< n—1+ln(n+1)>

In(n+1)
N

( 1—1+ln(n+1)>—>ﬁ+0:1.

Croissances comparées :

n vn

Dongc, finalement : vn — 1 +1In(n+ 1) ~ v/n et :

2 2
vVn—1+1In(n+1) T
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Or la série de Riemann Z 1/nt/? est divergente car 1/2 < 1. Il en est donc de méme pour la série

Z 2/y/n donc, par comparaison par équivalents, la série de 1’énoncé, qui est a termes positifs, est
divergente.

14. Critére de d’Alembert. On considére une suite a termes strictement positifs (u,) et 'on suppose que :

. Un+1
lim L =,

n—-+oo Up,

(a) Dans cette premiére question, on suppose que [ > 1.

0 1 c l

On choisit un réel ¢ tel que 1 < ¢ < [. Puisque 1,41 /u, tend vers [, alors pour tout n assez grand,
on a: Upy1/un > c. En déduire que la suite (u,) tend vers l'infini. Que peut-on en déduire sur

la nature de la série Zun ?

Solution. A partir d’un certain rang N, on a :
Vn >N Upi1 > Cup.
Donc
unt2 > Cunyiq > C - Cuy = CPuy

el amsi1 de Sulte .
U/NJrk UN -

Comme C > 1, on a C* — +00 quand k tend vers oo et donc . liT UN4+k = +00, ce qui revient
— 400

a dire que la suite (u,) tend vers 'infini. Donc la série Z U, est grossiérement divergente.

Dans cette deuxiéme question, on suppose que [ < 1.

0 [ ¢ 1

On choisit alors un réel ¢ tel que [ < ¢ < 1. Puisque la suite u,41/u, tend vers [, alors & partir
d’un certain rang N, on a : up41/u, < c.
anu

i. Vérifier que, pour tout n > N ,on a: u, <c N-

Solution. Démontrons ceci par récurrence.

— Initialisation : la propriété est vraie pour n = N puisque uy = Cuy.
— Heéridité : Soit n un entier supérieur ou égal & N. Supposons que u, < " Nuy et

démontrons que :

Upy1 < ANy

Nous savons que 41 /u, < ¢, donc :

Upt1 < Clhy.
D’aprés ’hypothése de récurrence, nous pouvons écrire :
anuN _ CnJrlfN

Upy1 S cupy S cC-C UN,

ce que nous voulions démontrer.

ii. Quelle est la nature de la série Z e Nuy?

neN
Solution. L’entier N est fixé, donc la quantité ¢~V uy est une constante et la série g e Nuy
neN
est une série géométrique de raison ¢. Comme ¢ € [0, 1], cette série géométrique est conver-

gente.
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iii. Quelle est la nature de la série Z Uy !
neN
A partir du rang N, u, est majoré par le terme général d’une série géométrique conver-
gente, donc, par comparaison par majoration, la série Zun, qui est & termes positifs, est
convergente.
(c¢) On suppose que u, = 1/n, pour tout n € N*. Quelle est la valeur de I ? La série est-elle conver-
gente ?

Solution.
Upy1 N 1

Uy, _n—|—1:1+%

— 1,

donc | = 1. Nous savons que la série Z 1/n est divergente.

(d) On suppose que u, = 1/n% pour tout n € N*. Quelle est la valeur de [? La série est-elle
convergente 7

Solution. )
Un+1 n 1
= = — 1,
Up, (n+1)2  (1+ %)2

donc [ = 1. Nous savons que la série Z 1 /n2 est une série de Riemann convergente puisque
2> 1.

(e) Il s’agit du théoréme 10 dit critére de d’Alembert et des remarques importantes qui le suivent.

15. Utiliser le critére de d’Alembert pour étudier la nature des séries suivantes :

n!)? 2"n!
o5 el

neN* neN*

(¢) Z (n))* " avec x > 0;

(a) On se rappelle que, pour tout entier n € N: (n+ 1)l = (n+1) - nl.

(n!)?

Posons : u,, = M Ona:
B (U N ()R S () RV &
T Rm D) (2n + 2)! (2n+2)2n+1) - (2n)!
et donc :
Upt1 (n+1)2 n+1

1
= = - =
Up 2n+2)(2n+1) 22n+1) 4

La série est convergente car 1/4 < 1.

2"n!
" On a:

nn

(b) Pas facile. Posons : u, =

- 2"t (n+ 1)1 2" (n4 1)n!
T D) T D)t 1)

donc :
Up41 n" 2

n

1
Reste & calculer la limite de (1 + —)™ en linfini. Attention : 1°° est une forme indéterminée. Pour
n

lever I'indétermination, il faut utiliser la relation z¥ = e¥!"% -

<1 + 1> _ enln(lJr%).
n
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Il faut maintenant se rappeler que :
In(1+ x)
x—0 €T

=11
et donc, en remplagant = par 1/n :

1
lim nln(l14+—)=1.
n

n—-+oo
Donc : n
1
lim <1+> =el =e.
n—-+o0o n
Donc 5
U
lim — =2 <1,
n—+00 Uy e

Donc la série converge.
(n})?
(2n)!

(c) Posons : u,, = 2". On a (calculs semblables au (a)) :

Ups1 x(n+1)32 N
u,  (2n+2)2n+1) "4

La série est convergente si x > 4 et divergente si x < 4. Si & = 4, le critére de D’Alembert ne permet
pas de conclure et on reste bloqué pour I'instant.

1. Pour ceux qui auraient oublié, voici d’ou sort ce résultat : la fonction f : x — In(1 4 z) est dérivable en 0 et sa dérivée
vaut f'(0) = 1/(1+0) = 1. Or la dérivée d’une fonction est la limite de son rapport d’accroissement :

J@) = 1(0)

Jray 1
F(0) = lim ———
Et donc, ici :
In(1 — In(1 In(1
F(0) = lim BEFD —In®) _ oy Iml+a)
x—0 z—0 x—0 €T
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Licence 2 Institut Villebon-Charpak, Orsay
Mathématiques 2023-2024

Séries a termes quelconques

Dans le chapitre précédent, nous avons vu plusieurs outils permettant d’étudier la nature d’une série a
termes positifs en se ramenant & des séries de référence déja connues. Tous ces outils étaient basés sur le
fait que la suite des sommes partielles d’une série a termes positifs est croissante, et qu’une suite croissante
est convergente dés qu’elle est majorée.

Pour étudier une série a termes de signes quelconque, on ne peut plus utiliser ces outils. Une premiére
méthode consiste & essayer de se ramener & I’étude d’une série & termes positifs, c’est le sujet des deux
premiers exercices.

Objectifs disciplinaires :

— Comprendre quelle est 1'utilité du théoréme de convergence absolue.

— Comprendre graphiquement pourquoi une série peut converger sans converger absolument (série al-
ternée).

— Savoir étudier la convergence de certaines séries de signes non constant en utilisant le théoréme sur la
convergence absolue et celui des séries alternées.

1. Convergence absolue

(a) Si x est u nombre réel, on note 2" sa partie positive et z~ sa partie négative, c’est-a-dire :

+ _
T =ux
siz>0 on pose : _
- p {x =0
T =
siz <0 on pose: { _
T = —x

i. Déterminer 21 et = quand x =4 et x = —3.
Solution : Quand x =4, 27 =4 et 2~ =0. Quand = -3, 27 =0¢et 2~ = 3.

ii. Démontrer que, pour tout réel x, on a :

r=a" -2 et |zv|=2t+2”
et que :

0<z™ <|z|] et 0<z™ <|z|
Solution :Siz > 0,27 =z etz” =0donc z =2t — 2. Par ailleurs [z| =z =27 +27. Si
r<0,2" =0et 2z~ = —xdonc x =27 — 2. Par ailleurs |z| = —z = 2" + 2.

Les deux encadrements viennent du fait que ™ et ™ sont par définition positifs et que du
coup |z| =z +2~ > 2 et de méme |z| > 2.

(b) Soit (uy,) une suite de nombres réels. On suppose que la série Z |un| est convergente.
i. Démontrer que les deux séries z:(un)+ et Z(un)* sont convergentes.

Solution : Si Z |u, | converge alors par théoréme de comparaison Z(un)+ et Z(un)_ sont
convergentes (d’aprés les encadrements obtenus a la question précédente).

ii. En déduire que la série E uy, est convergente.

Solution : E uy, converge alors comme somme de deux séries convergentes puisque pour tout
+

n entier naturel, u, = u, —u, .
Définition 6:

On dit qu’une série E u,, converge absolument si la série E |w,| converge.
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(c) 1l s’agit du théoréme 11 dit de convergence absolue et de la remarque 2.

2. Etudier la convergence absolue des séries suivantes. En déduire la nature de ces séries lorsque c’est
possible. Dans les questions (d) et (e), z est un réel quelconque, la convergence de la série dépend
peut-étre de la valeur de x.

cos(n3 n?sinn —
@ YEED g yreel

nt+n 2n —2Ilnn’
n>1 n>1
cosn z"
— T 5
(c) nt +sinn (d) n!
n>1 n>1

© S e o X

n>1 n>0

O T m L

n>0 n>0

Voici des éléments de corrigé et pas des rédactions propres (& vous de rédiger tout ¢a proprement en
vous basant sur les corrections précédentes :

(a)

(b)

3
cos(n® + 2) 1 1 1
Vn € N* n* +n > n* et |cos(n®+2)| < 1. Donc 0 < < < —.0Or —
’ = | cos( )= < n*+n |*n4+n*n4 Zn4
converge (série de Riemann avec 4 > 1 donc par comparaison & majoration la série étudiée
converge absolument donc converge.
2 .
n°sinn — 1
Posons pour tout n dans N, u,, =

2" —2Inn
In?sinn — 1] In?sinn| + 1 n?+1 e . .
Vn € N,|u,| = 2 —2mn = 272 = 27— 20n] par inégalité triangulaire puis

majoration du sinus.
Pour n grand 2" —2Inn > 0 (par croissances comparées) donc [2" —2Inn| =2" —21lnn
2
n®+1

D 4 Junl < S5
onc pour n grand, |u,| < m _9lnn

N . . A . n2 N
Reste & montrer que le terme qui majore converge. Un équivalent de ce terme est on (a vous de
2
rédiger). Or on est le terme général d’une série convergente par le critére de d’Alembert (& vous
n?+1
27 —21nn
donc par comparaison & majoration Z u, converge absolument donc converge.

de rédiger). Donc par comparaison a équivalents (& vous de rédiger), Z converge

On majore en valeur absolue par . On applique le théoréme de comparaison & équivalents

4
nd —
1 .
pour montrer la convergence de E e, On en déduit alors la convergence absolue et donc la
nd —

convergence de la série étudiée.

" x|"
Attention ici z peut étre négatif : on applique donc le critére de d’Alembert a |u,,| = |—'| = #
n! n!
U x
qui est strictement positif pour = # 0. | |n+|1| = % qui tend vers 0 < 1. Donc la série converge
Uy, n

absolument donc converge pour tout x # 0. Par ailleurs pour z = 0, c’est la série nulle donc elle
n

. L. € p
converge aussi. Donc la série E — converge pour tout z réel.
n!

Pour = 0, c’est la série nulle qui converge. Sinon, on 1’étudie en valeur absolue puisque x peut
étre négatif. On applique le critére de d’Alembert et on obtient la convergence absolue pour
|z| < 1. Pour |z| > 1, le terme général ne tend pas vers 0 donc la série diverge.
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1
(f) On majore en valeur absolue par — qui est le terme d’une série convergente.
n

(g) En valeur absolue pour n grand, |u,| =

1
——— 5 e terme positif est équivalent & — terme
) n® —om+3 n
d’une série convergente.

1
(h) On majore en valeur absolue par — qui est le terme d’une série convergente.
n

3. Un premier exemple de série convergente qui ne converge pas absolument Considérons la

- -1)"
série Z%

(a) Représenter graphiquement les termes successifs de la suite des sommes partielles (Sy) définie

N _1\n
pour tout NV entier non nul par Sy = E ! Que pouvez-vous conjecturer sur le comporte-
n

n=1
ment de la suite (monotonie,convergence, divergence) ?

Solution : La suite semble converger, elle n’est pas monotone.

Dessinez sur le méme graphe, la suite (Sax). Que pouvez-vous conjecturer sur le comportement
de la suite (monotonie,convergence, divergence) ?

Solution : La suite semble décroitre et converger vers la méme limite que (Sy).

Méme question pour (San1). Quels liens pouvez-vous faire entre ces deux suites ?

Solution : La suite semble croitre et converger vers la méme limite que (Sy).

Démontrer que les suites (San) et (Sany1) sont adjacentes.

1 2N+1
Solution : Soit N entier naturel, Son — Sony1 = (2N) 1 =N 1 ce qui tend vers 0.
1 1
So(n41) — S2n = Sany2 — Say = SN2 3N 1 < 0 donc (San) est décroissante.

1

2N +3
Donc ces deux suites sont bien adjacentes.

1 .
So(N41)+1 — Soent1 = Sany3 — Song1 = + IN T 20 donc (San) est croissante.

On admet que si pour une suite (u, ), les suites (us,) et (u2,+1) convergent vers une méme limite
n

alors (u,) converge vers cette méme limite. Démontrez que la série E converge.

Solution : (San) et (Son+1) sont adjacentes donc convergent vers une méme limite. Donc le

(-1)"

résultat admis permet de conclure que (Sy) converge c’est-a-dire que la série Z converge.

4. Généralisation : les séries alternées On considére maitenant une suite de la forme E (—1)™uy,.

(a) Quelles propriétés la suite (u,) doit-elle avoir pour que la démonstration faite dans l'exemple

—
o

—
£

~ =

ci-dessus reste vraie et que la sérié Z(—l)”un converge ?
Solution La clé réside dans le fait de garantir que les suites (San) et (San 1) soient adjacentes.
Reprenons la démo,

Soit N entier naturel, Son — Son+1 = —uan+1. Ceci doit tendre vers 0 pour que les suites soient
adjacentes.

So(N+1) — Soen = Sani2 — Son = uant2 — uan+1 < 0 done (Sa) est décroissante dés lors que
(un,) Pest.

So(N+1)+1 — San+1 = San43 — Sang1 = —uan 43+ Uuany2 > 0 donc (Sav) est croissante des lors
que (u,) est décroissante.

Donc il est nécessaire que (u,,) soit une suite décroissante qui tende vers 0 pour que cette série
converge.

Ecrire le résultat obtenu dans votre résumé de cours.
Est-ce que toute série de la forme Z(—l)"un converge ?

Il s’agit du théoréme 12 dit critére des séries alternées et de la remarque 2 donnant un exemple
de série convergente mais qui ne converge pas absolument.
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5. Nature de séries a termes quelconques :

(a) Au regard de tous vos résumés de cours sur les séries, proposez un schéma ordonné résumant la

démarche de I’étude de la nature d’une série.

(b)

Etudier la nature des séries suivantes en deux étapes :

D’abord deviner sans rien rédiger si ces séries vont converger absolument, converger ou diverger et
quel outil vous allez utiliser : théoréme de comparaison & majoration, & équivalents, d’Alembert,
critére des séries alternées ? Ensuite rédigez proprement la résolution.

i. Zl.n i Zln”;) x.
i, Z% Vil Zm i,
Y (;217):1 vill. 0 — fmn' i,
iv. Z(—l) SH711(4n). ix. Z (7ﬁ)n xiv.

L
7

n? — (=1)"n

2n+n3

V.Z X.Z\/ﬁf

Z—l—sinn 0<a<l.
—_—
711 , n® + (—=1)" cos(n)
n cos(n)?
1
—1)" 1 ..
Z( ) L2 xvil Zn31n(n)

\/rﬁ
1
2oy

n

a” ) In(n)
v Z 3 —cos(n)’ KX Z ni/d

Solution Vous avez de nombreuses rédactions dans le poly et ci-dessus, je vous donne ici la nature
et la méthode utilisée, & vous de reconstituer la rédaction en prenant exemple sur les corrigés

donnés.

i. DV : terme général ne tend pas vers 0. X.
ii. CV : d’Alembert, limite de w,11/ty, : 0 xi.
iii. CVA : d’Alembert en valeur absolue, limite

de upt1/un 1 1/2. xii.

iv. CVA : majoration en valeur absolue par Xiii.
1/n%.

v. CV : équivalent a n?/2" puis d’Alembert, Xiv.

limite de w41 /up : 1/2. xV.

vi. DV : terme général ne tend pas vers 0. <Vi.

vii. CV : d’Alembert, limite de w41 /up : 1/3. xvii.

viii. CV : équivalent ou majoration, 1/ n?. xviii.

ix. CV : critére des séries alternées. Xix.

6. D’autres exercices :

CV:

CVA : majoration en valeur absolue par
2/n?.

DV : minoration par 1/n.

série télescopique de limite —1.

DV : somme de CV(CSA) et DV (réfé-
rence).

CV : majoration par 1/2".

CV : majoration par a" /2.

CV : équivalent a 1/n%.

CV : majoration par 1/n®.

DV : minoration par 1/n.

DV : minoration par 1/n'/%.

Dans les exercices suivants, ne perdez pas de vue les compétences essentielles :

savoir tester sur des exemples, savoir conjecturer un résultat et enfin le démontrer.

(a) Soit z un réel, la série Z nz™ est-elle convergente ?

(b) Méme question pour Z sin(n)a™.

a) Zsin(k’) = Z ety = ( Z e,
k=0
Or Z ik i: e 1 ez@l) B ei(njl-:)/Q e—i(n+1?/z - ef<z+1>/2 _ i sin(gn +1)/2)
P 1—¢ et/ e~/2 — et/ sin(1/2)
i 1)/2
Donc Z sin(k) = sin(n/ 2)W Cette suite est bien bornée en n puisque sin est com-

prise entre —1et 1.
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VneNn>2 Y arbe =Y (Ap— Ap1)bp =D Agbp — Y Ap_1by
k=1 k=1 k=1 k=1

On effectue un changement d’indice sur la seconde somme : [ = k — 1.

n n n—1
Z(Ak — Ap_1)b, = ZAkbk - Z Abia
k=1 k=1 =0

Comme la variable [ est muette, on la renomme k et on isole les termes non communs aux deux
sommes :

n n—1 n n—1 n—1 n—1
ZAkbk - Z Abryr = Z Apby, — Z Apbry1 = Apby, — Agby + Z Agby — Z Agbry1
k=1 1=0 k=1 k=0 k=1 k=1

En réunissant les deux sommes, on obtient le résultat attendu.

Comme (A,,) est bornée et que b, — 0 alors A,b, — 0.
n—-+oo n—-+oo

Par ailleurs,
HC>O,V]{ZEN7 0< |Ak(bk—bk+1)| SM‘bk_bk+1|

Or comme (by) est décroissante alors |by — bri1| = b — biy1.

Donc
AC > 0,Vke N, 0< ‘Ak(bk—bk+1)| SM(bk_bk+1)

Or Z M (b, — br11) converge car c’est une série télescopique avec (bg) qui converge. Donc par

comparaison, E arby converge.

sin(k 1
La série Z ki ) est de la forme Zakbk avec ar = sin(k) et by = T Alors (A,,) est bien
bornée d’aprés la premiére question, (b,) est bien positive, décroissante (si a > 0) et de limite

nulle (si a > 0).

sin(k)
ko

Donc d’aprés la question 2, Va > 0, Z

sin(k)

ka
peut conclure par comparaison en valeur absolue. Pour a < 1, le critére de convergence absolue
ne marche plus tout simplement car la série ne converge pas absolument (c’est un exo a part
entiére). Cet exercice permet alors de démontrer que la série converge (bien qu’elle ne converge pas
absolument). C’est une série du méme type que les séries alternées : les séries semi convergentes
(qui convergent sans converger absolument).

converge.

e La convergence de la série n’est vraiment utile que pour a < 1. Pour a > 1, on

e Le calcul de la question 2 s’appelle la transformation d’Abel, c’est I’équivalent pour les séries
de la formule d’intégration par parties.
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Intégrales généralisées : définitions, calculs

1. Rappels : primitives usuelles & connaitre. Déterminer les primitives des fonctions f définies par
les relations suivantes :

(a) f(t>=%; (i) f(z)=2", neZ;

(b) f(z) = cos; () fl@) =2, yeR;

(¢) fly) =siny; (k) f(y)=ary71 x> 0;

(d) f(s) =cos®s sins; 1) flz) = :

(e) f(x) =cos”x; x+41

(1) f(z) = Ina; (m) () = .
(8) f(4) = e e

W) fl@)= W=

Réponses.
a t)=In|t|+C, C €R; (i) Sin;«é—l:F(x)zm"“/(n—i—l)—&-C’,C’ER;

Sin=-1:F(z)=Inz+C, C €R;
(j) Remplacer n par y dans ce qui précéde.

y)=—cosy+C,CeR; .
(k) Noter que z¥ = V™.

COS4 S

) F(

b) F(z) =sinx+ C, C € R;
) F(
) F(

- _ : y
(d) F(s) = ——;— +C, CeR; Siz£1:F(y)=—+C,CeR;
x  sin2x . Inz
(e) F(x)=§—|— 1 +C, CeR; Siz=1:F(y)=y+C,CeR;
Utiliser que cos 2z = 2cos? z — 1 et donc : M F(x):lln(a:+4)—|—C1', CER; ]
cos? x = (1 + cos 2x) /2. (m) = — .
(f) Fe) =2z —az+C, C eR; (r4@=3) -3 T+d)
(g) Fly)=e"+C, C eR; F(t):?lnerC’,C’ER;
h) F(a) =2va+0C, CER; (n) F(y) =arctany+C, C € R.

2. Rappel : calcul d’intégrales. Calculer les intégrales suivantes.

(a)[/03($2+2)d1’; (g)IZ/Oﬁewcosxdx;
(b) In:/(n+1)7rsintdt; (h) I(t):/o7T 22 e dr;
() 1= /0 " costrt) d: (i) 1= / e t(lft)Q;
(d)I:/:xcosxdx; (J.)I/fy(lcj_yzw;
© 10) = [ g W= [
0 10)= [ i e (e o= [
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(a) I =15;

(b) I, =2(-1)";

(c) I=—1/m;

(d) I=0;

(e) I(a) = 5 m(a +1);

t2 t

() CENE =t CENE ; IPP :

a arctana
@) =5 2

3. Intégrales généralisées :
chacun des trois cas suivants :

(g) Deux ipp successives conduisent a :

I=—(r+1)/2;
2
(h) I(t) = (1+(7rt De™);
(i) I= 1/2
1 1 2
———— I =1In(6/5);
0) —5m =~ Tog L = (6
(k) Le changement de variable y = e”
dente;;
(1) Changement de variable y =
y _ 1ty 1 _
l+y 14y 1+y 1+y
Finalement : I =2 —1n3.

intégrale sur [a,+oo[ d’une fonction continue sur [a,+oo[. Dans

— déterminer V'intervalle (ou les intervalles) ou la fonction a intégrer est définie et continue;

— calculer I(c);

— ¢l la limite existe, calculer lim I(c).
c——+00

€ dt
/ — avec a € RT.
toz
1

(b) I(c) = / e~ *"dx, avec o € R.
1

(a) I(c)

© d
(c) I(c) = /2 ﬁ, avec a € R,
Solutions.
(a) La fonction est définie et continue sur |0, +o00[;
1
— Sia#1:1(c)= (¢!~ —1). Donc :
l-«o
1
— Sia>1:c"7* tend vers 0 quand c tend vers l'infini donc : lim I(c) = .
c—+oo a—1
— Sia<1:c'7 tend vers +oo quand ¢ tend vers infini donc : l}ﬁl I(c) = +o0.
— Sia=1,I(c)=Incdonc lim I(c)=+o0.
c——+oo

La fonction est définie et continue sur R.

Sia=0:I(c)=c—1donc lim I(c)=+oc.
c——+4o00
(b) — Sia#0:1I(c)=(1—-e"*)/a. Donc:
— Sia>0: CLHJPOOI(C) =1/a.
— Sia<0: lim I(c) =+o0.
c——+o00
(c) La fonction est définie et continue sur ]1,+oo[; Le changement de variable y = Inz méne a :
Inc
d
I(c) = / yy Comme & la premiére question, on trouve :
In2
— Sia=1:1(c) =In(lnc) — In(ln2) et 115_11 I(c) = 400}
cC—+00
In2)l-@
— Si 1:1I(c) = )= — (In2)' = et lim I(c) = 22",
ia> (¢) 70{(110) (In2) et lim (¢) P
1
— Si 1:1(c)= Inc)' ™ — (In2)' "% et lim I(c) = +oo.
Sia< (¢) _a(nc) (In2) et  m (¢) =+
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Définition 7: Intégrale généralisée sur un intervalle [a, +o0]

c
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, +o00[ et soit I(c) = / f(t) dt, pour ¢ > a.
a

Si I(¢) admet une limite quand ¢ tend vers +oo, on

+oo
la note : / f(t)dt. Ainsi :

400 f
‘(t)dt = 1 .
/ fe)dt = lm
Attention : cette limite n’existe pas toujours. >
—_— ¢> |
a c 100

+ oo
Quand cette limite existe et est finie, on dit que l'intégrale / f(t)dt est convergente.
a

Dans le cas contraire, l'intégrale est dite divergente.

4. Exemples

+oo dt +oo —+oo
/ - =1 / cost dtn’est pas définie / e 3y = .
1t ™ 2 3ef

5. Intégrales généralisées : intégrale sur un intervalle ]a,b] d’une fonction continue sur |a, b)].
Dans chacun des trois cas suivants :

— déterminer l'intervalle (ou les intervalles) ou la fonction a intégrer est définie et continue;
— calculer I(c);

— si la limite existe, calculer lim I(c).
c—0

1 1
(a) I(c):/ %, avec a € RY (b) I(c):/ Inz dz.

Solutions.
(a) La fonction est définie et continue sur |0,1[;

— Sia#1:1(c)

== a(l —¢'7). Donc :

1
1—a
— Sia>1:c"7 tend vers +00 quand c tend vers 0 donc : ll—% I(c) = +o0.

— Sia<1:c'7 tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 donc : hrﬂo I(c) =
c—

— Sia=1, I(c) = —Inc donc lim I(c) = +o0.

—0
(b) La fonction est définie et continue sur |0, 1].

I(c)=[zlnz — 2]} = -1 —clnc+ec

Nous savons que cln ¢ tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, donc : lim I(c) = —1.
c—
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Définition 8: Intégrale généralisée sur un intervalle |a, b]

Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert

b
Ja, b] et soit I(c) = / f(t) dt, pour ¢ €]a, b]. Si I(c) admet

b
une limite quand ¢ tend vers a, on la note : / f(t)dt.
Ainsi : 1 ‘
ft)dt = lim

Ja c—at

Attention : cette limite n’existe pas toujours.

a c b

+oo
Quand cette limite existe et est finie, on dit que l'intégrale / f(t)dt est convergente.
a

Dans le cas contraire, l'intégrale est dite divergente.

Attention : une intégrale généralisée est définie comme une limite. Si cette limite n’existe pas,
—+o0
I'intégrale généralisée correspondante n’a pas de sens. Par exemple, ’écriture / cosz dx n’a aucune
0
signification mathématique.

. Premiers exemples Les intégrales suivantes sont des intégrales généralisées. Pourquoi? Quelle est
la définition précise de chacune d’entre elles ? Calculer ces intégrales quand c’est possible.

1 1
dt
— = 7 / Intdt= 7
0o Vi 0
Réponses. Ces intégrales sont généralisées car les fonctions & intégrer ne sont pas continues sur l'in-
tervalle fermé [0, 1] mais seulement sur l'intervalle ]0,1]. On a :
1 1
dt dt
— = lim — =2
0 \/E =0 c \/E

et
1

1
/ Int dt = lim Int dt = -1
0 c—0 c

(calculs fait a lexercice précédent).

7. Mémes questions que dans 'exercice précédent.

1
(a) I:/ 2?Inz du.;

0

1
(b) I(s):/ 2®lnzx dx, s e R;
0

+o0 d
1=
0 Yy +1

Foo dx
(d) I(y) —/0 W’

+oo d
©1=[

0 et +e %

+oo coS T
[ I= OB s
®) /0 (2 +sinx)? v

Y nz
(8) I:/O mdaz.
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)
(k)

O

1 y(1+2y)’

+oo
I(p):/ e PP dx, peR,;
0
+oo
I(p) = / sinz e” " dx
0
I:/+°° v
2 Jj\/}

_/e dt
1 t\/lnt.

Réponses.

(a)

Fonction pas définie en 0.
1

1
I = lim 2?lnz dx = —9 Faire une ipp et utiliser le fait que ¢*lne¢ — 0 quand ¢ — 0
c—

(croissances comparées).

Fonction pas définie en 0. Se traite comme ’exemple précédent.

1
. . 1

I(s):llg(l) i x lnxdx:fm;
Intervalle non borné.

c d
I = lim y__ T/2;

c—too o 1442
3 . ¢ dx T .

Intervalle non borné. I(y) = lim ———— = — (changement de variable u = 2zy).

e=too Jo 14+4y2a? 4y
Intervalle non borné.
¢ dx

I'= lim e ——— (changement de variable : u = e™).
e=too g et +e A4
¢ cosx 1
Intervalle non borné. L’intégrale I n’est pas définie car la quantité / ——dr = - —
0 (2+sinz)? 2
—— n’a pas de limite quand ¢ = +o0;
2 +sinc
1
|
Fonction pas définie en 0. I = lim I, avec I, = / _nr de. IPP. I, = In(1 +¢) — In2 —
c—0 . (142)?
<c> In c. Croissances comparées : [ = —1In 2.
1+c
Borne infinie. Il faut décomposer la fraction en éléments simples :
1 1 2

y(1+2y) vy 1+2

On obtient : I = lim diy
c—+too Jq y(1+2y)

. c 1
= Cl}rfmln <1+20> —ln(g) =In3—-In2.

Borne infinie. IPP :

c

1
I(p) = CEI«FOO xe PP dr = el
0

Borne infinie. Double IPP :

1
I(p) = hIJP sinz e”” dx = 3
c—+00 0

Borne infinie.

c
I= lim :/ w__ .
2

c—+00 x\/E -
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(1) Fonction pas définie en 1.

¢ dt
I =lim ——— = 2 (changement de variable : u = Int);
c—=1 /c tvVInt ( 8 )

+oo
— L’intégrale / o est convergente si et seulement si o > 1.
1
Lt
N . .
— L’intégrale / e est convergente si et seulement si o < 1.
0

+oo
— L’intégrale / e~ dt est convergente si et seulement si a > 0.
0

1
— L’intégrale / Int dt est convergente.
0

8. Intégrale faussement généralisée. On considére la fonction f définie par :
V>0 f(z)=zlnz.

(a) Quel est le domaine de définition de la fonction f?
(b) Quelle est la limite de f(z) quand = tend vers 07
(c) Soit g la fonction définie sur R™ par :

g(x):{ f(ox) Ssii;v:>(()).

1
La fonction g est-elle continue en 07 L’intégrale / g(z) dzx est-elle une intégrale généralisée ?
0

(d) Expliquer pourquoi on a :
1 1
Ve €]0,1] / f(z) dz :/ g(x) dx.
c c

1
(e) Expliquer, sans calcul, pourquoi 'intégrale / f(x) dz est convergente et pourquoi on a :
0

/O ) dr = /O ' oe) de.
1

(f) Donner la valeur de I'intégrale / f(z) de.
0

Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur un intervalle ]a, b]. Si f admet une
limite finie [ en a, alors I'intégrale généralisée :

/ab f(z) dz

est convergente.

(g) En s’inspirant des questions précédentes, rédiger une démonstration de cette proposition.
Solutions

(a) La fonction est définie sur R’ (c’est 'ensemble de définition de In).
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—
N

(c)

Par croissances comparées, la limite est 0.

) Oui la fonction est continue en 0 car d’aprés la question précédente la limite de g(z) quand x

tend vers 0 est g(0) = 0. Il ne s’agit donc pas d’une intégrale généralisée car g est continue sur
[0, 1].
Sur Je, 1], f = g par définition de g donc les intégrales sont égales.

Cette intégrale est convergente si elle admet une limite finie quand ¢ tend vers 0. Or

ve €0, 1] /le(x) dx:/clg(x) da.

Donc L L L
tim [ (@) do =t [ gta) do = [ glaraa

1 1 1
Par ailleurs, / g(x)dx est un réel fini donc / f(z)dx converge et est égale a / g(x)dx.
0 0 0

) La proposition 2 est-elle encore vraie si b = 400 ?

Soit f une fonction continue sur [1,+oo[. On suppose que f(z) tend vers une limite finie [ en

+oo
+00. Peut-on en déduire que l'intégrale / f(z) dx est convergente ?
1

+oo
Soit f une fonction continue sur [1, +o00[. Si 'intégrale / f(t) dt est convergente, peut-on en
1

déduire que f(x) tend vers 0 a Uinfini ?

10. Autres cas : Comment définir 'intégrale généralisée correspondant a chacune des situations sui-
vantes ?
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L
a b —00 —+00

A. f continue sur [a, b] C. f continue sur R

b c “+o00 0 c
/ f(x) de = 11337 f(z) dx / f(x) de = lim f(x) de+ lim f(z) dx

a oo c——00 c—+oo 0

— »
>

a b +o00 a b d +00

v

B. f continue sur |a, +o0] D. f continue sur [a, +oo[\{b}

/a+oof(x)dx:? /(foof(x)dx:?

Réponse pour B : on choisit un point b €]a, +00[ et ’on pose :

00 b c
/Jr f(@) de=1lim [ f(z)dx+ lim f(z) dx
a c b

c—a c—+oo

Réponse pour D : on choisit un point d €]b, +oo[ et on pose :
(&

“+o0 c d
/ f(z) de =lim | f(z)dz+ lim/ f(z) de + lim f(z) dx
a c—=b J, c—b [, d

c—+o0

11. Exemples Les intégrales suivantes sont-elles des intégrales généralisées? Ou sont situés leurs pro-

blémes de définition 7 Comment les calculer ?

too dx
(c) I= ; OIL pourra avoir

1
dx e
1= VT
0+<>o I-w & utiliser I'exercice 2f.
(b) T = / dr TR
- 1+ 22’ d) I= —_—
. THa @ 1= [
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Solutions

(a)

Fonction non définie en 1.

=1 ¢ dzx
= 11m
c—1 0 Vv1—x

peut faire le changement de variable y =1 — z.

dxr = 2. Si on ne voit pas de primitive évidente de la fonction & intégrer, on

0 c

x

I = lim T2 + lir+n / T2 = 7; On peut aussi remarquer que la fonction est paire
c——oo J, T c=+oo [ €T

et donc que, si Uintégrale sur [0, +00[ est convergente, alors celle sur | — 0o, +00[ l'est aussi et :

—+o0 —+o0
/ —2 / .
—o0 0

Intervalle non borné, fonction non définie en 1. Il faut définir I'intégrale I ainsi :

¢ dx

c 2
I = lim L—i— lim

dx
————+ lim .
e=1= Jip a2\ /le — 1| =1t J. 22\/|lz —1] =ty 22\ /|z —1]
Le choix du point de coupure en 2 est arbitraire. On peut dés lors lever les valeurs absolues
puisque, siz <1, |[x —1|=1—xetsiz>1:|z—1] =z — 1. Donc :
¢ dx 2 dx ¢ dx

I = lim ————— + lim ———— + lim _—
e—=1- Jip a2/l —x =1t Jo 22Var -1  eotoo )y a2V —1

Changements de variables : u = v/1 — x dans la premiére intégrale et u = v — 1 dans les deux
suivantes.
ViTe  du ! du b du

I =-2 lim ———= +2 lim ——— +2 lim —-
c=1=J1/v3 (1 — U2)2 =1+ ) /o7 (U2 + 1)2 c—+oo Jq (U2 + ]-)2

Pour utiliser ensuite I'exercice 2f, on constate que :

1 u? +1 u? 1 u?

(2+1)2  (@W2+1)2 (W2+1)2 w2+1  (u2+1)2

et lon trouve : I =In(1+ v/2) + V2 + (1/2).

V2 gt d dt
Fonction définie ni en O ni en 1. I = lim ———— + lim ————; on voit aprés
=0/, t(=Int)1/2 " d=1 Jy e t(—Int)l/?
le changement de variable x = —Int que la premiére limite est infinie car 1/2 < 1 et la seconde

prend une valeur finie positive. Donc la somme des deux est infinie : I = +o0.
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Equivalents de fonctions

Code pour les questions

— Sans étoile : Niveau exigible pour tout le monde.
— : Niveau exigible pour tout le monde mais moins importante.

— : Niveau pour aller plus loin (exigible pour ceux qui prétendent aux écoles gei)

Le contenu du cours
Définition 9:

On dit que deux fonctions f et g définies sur un intervalle I sont équivalentes en a € I s’il existe une
fonction e tendant vers 0 quand ¢ tend vers a telle que pour tout réel ¢ de I, f(t) = g(¢)(1 + €(¢)). On
note alors f(t) oy g(t)

—a

Nous vous donnons maintenant la définition "officieuse", c’est celle-ci dont vous vous servirez pour les
questions qui suivent.

Définition 10: Cas particulier

On dit que deux fonctions f et g non nulles définies sur un intervalle I sont équivalentes en a € I si

ft)

g(t) t—a

1. Equivalents de somme
(a) Trouvez des fonctions qui sont équivalentes a 1 en 400 puis en 0.
(b) Déterminez des équivalents de t + t* + 2t3 en +o0o. Déterminez-en ensuite Iéquivalent le plus
simplifié.
(¢) Reprendre la question précédente en remplagant +oo par 0.

(d) Soit k > 1 >0, entre t* et t' qui est négligeable devant qui en +00? en 07 en 1? Donnez alors
I’équivalent le plus simple en chacun de ces points.

(e) Etant donné une fonction f et une autre fonction g négligeable devant f au voisinage de a (la
t
limite de % tend vers 0 quand © — a), peut-on trouver un équivalent de f + g?
(f) Quel(s) résultat(s) de la synthése de cours la question le démontre-t-elle 7 Apprenez ce(s) résul-
tat(s) et appelez un enseignant pour faire un bilan de cette partie.
(g) Reprenez les équivalents de la question 1b en utilisant le résultat obtenu aux questions précé-
dentes.

Solutions :

Les solutions ne sont pas détaillées dans ce chapitre : les raisonnements sont similaires
aux équivalents portant sur les suites, inspirez-vous en pour la rédaction. La différence
est que I’équivalent peut étre donné en d’autres points que +oc.

1
(a) 1+ n en +oo et 1+t en 0. Pour le prouver, faites le quotient par des deux fonctions censées étre
équivalentes et ce quotient doit tendre vers 1.
(b) t? + 2t en est un mais le plus simplifié est 2¢3.

(c) En 0, équivalent le plus simplifié est ¢.
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t 1
(d) Si k > 1, t' est négligeable devant t* en +oo car Py tend vers 0 quand ¢t — +oo. En 0,

+k
c’est I'inverse : t* est négligeable devant t! en 0 car = t*=! tend vers 0 quand t — 0.

(e) C’est le méme résultat que sur les suites : f + g est équivalent a g en a car le quotient tend vers
1.

(f)
(g) En 400, t et t? sont négligeables devant 2t car le quotient de ¢ par 2t tend vers 0 en 400 (idem
pour t2). D’aprés la question précédente, Péquivalent est donc 2¢2.

2. Opérations sur les équivalents

(a) On suppose que f(t) ~ g(t) et h(t) oy i(t). Démontrez que :

T —a
i f(Oh(E) ~ a()i).
t t
& ~ & si h et ¢ ne s’annulent pas au voisinage de a.

" h(D) e ifh)
3t% 4+ In(t)
t + 4det
(¢) Quel(s) résultat(s) de la synthése de cours la question 2 démontre-t-elle 7 Apprenez ce(s) résul-
tat(s) et appelez un enseignant pour faire un bilan de cette partie.

(b) Déterminez I’équivalent le plus simple en +oo de en exploitant la question 2a.

Solutions sans rédaction

(a) On revient a la définition en calculant les quotients et en vérifiant que leur limite vaut 1.

(b) On trouve 'équivalent du numérateur (croissances comparées) et celui du dénominateur (crois-
sances comparées) : on obtient 3t?/4e’.

(c)
3. Entrainez-vous! Déterminez ’équivalent le plus simple des quantités suivantes : Déterminez 1’équi-
valent le plus simple au voisinage de 400 de
t 4 In(t) 2 —t
In(t) + 27 —10t2 4 2/t

t2 4+ 1,2t 4+ In(t), t — sin(t),

Solutions sans rédaction

1 1
t’ 10

4. Entrainez-vous! Déterminez ’équivalent le plus simple au voisinage de 0 de

2,2t ¢,

t+In(t) 2 —t

2+, , .
In(t) + 2" —10¢2 + 2v/¢

Solutions sans rédaction
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Intégrales généralisées de fonctions positives

Code pour les questions

— Sans étoile : Niveau exigible pour tout le monde.
— : Niveau exigible pour tout le monde mais moins importante.

— : Niveau pour aller plus loin (exigible pour ceux qui prétendent aux écoles gei)

Le contenu du cours

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudier la convergence d’intégrales généralisées en les calcu-
lant. L’outil primitive permet de calculer beaucoup plus d’intégrales qu’on ne pouvait calculer des séries.
Cependant, de nombreuses intégrales doivent se traiter sans calcul. Nous allons voir que 1’étude des inté-
grales généralisées est en beaucoup de points analogue a celle des séries. Dans ce paragraphe, nous étudions
uniquement les intégrales généralisées & termes positifs.

La démarche sera la suivante :
— Disposer d’un certain nombre d’intégrales de référence (fait précédemment) ;

— Etablir ensuite des propriétés générales qui permettent de ramener 1’étude d’une intégrale généralisée
a termes positifs a celle d’une intégrale généralisée de référence.

Mais, tout d’abord, pourquoi étudier les séries a4 termes positifs ? C’est le sujet du premier exercice.

1. Spécificités des intégrales généralisées positives. Soit une fonction f continue sur [a, b], positive. Défi-
xr

nissons la fonction F' : z € [a, b[— / f(t)dt. Ici la lettre b désigne soit un réel strictement supérieur
a

a soit +oo0.
(a) Sur le graphique ci-contre, & quoi correspond F(z) géomé-
triquement.

a

(b) En observant le graphique ci-contre, devinez quelle sera la
monotonie de F sur [a, .

(¢c) Démontrez alors votre conjecture (vous comparerez F(zx)
et F(y) pour z < y).

(d) Que dire alors de F si
— F est majorée sur [a, .
— F n’est pas majorée sur [a, b|.

(e) Etablir un schéma logique qui relie les deux affirmations :

b
—/ f(t)dt converge ;
a

— F est majorée sur [a, b[.

~

\

(f) Quel(s) résultat(s) de la synthése de cours la question 1 @ - b
démontre-t-elle 7 Apprenez ce(s) résultat(s) et appelez un
enseignant pour faire un bilan de cette partie.
(g) Ecrire un résultat semblable pour l'intégrale sur un inter-
valle ]a, b] d’une fonction continue sur Ja, b] ott —oco < a < b.
2. Comparaison par majoration ou minoration de deux intégrales généralisées a termes positifs. Cet
exercice utilise le résultat démontré dans ’exercice 1

(a) Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[ telles que, pour tout ¢ dans [a, b :

0< f(t) <g(t).
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(b) Pouvez-vous conjecturer le ou les liens logiques entre les deux affirmations suivantes ?

b
— L’intégrale / f(t)dt est convergente;
a

b
— L’intégrale/ g(t)dt est convergente.

Indication. Sil'on note F(z) = / f@®)dt et G(z) = / g(t)dt, peut-on comparer F et G?
(c) Démontrer vos conjectures.

(d) Quel(s) résultat(s) de la synthése de cours le début de la question 2 démontre-t-elle 7 Apprenez
ce(s) résultat(s) et appelez un enseignant pour faire un bilan de cette partie.

(e) Ecrire un résultat semblable pour l'intégrale sur un intervalle Ja,b] d’une fonction continue sur
la,b] ot —o0 < a < b.

(f) Peut-on déduire de ce qui précéde la nature des intégrales généralisées suivantes 7 Commencez
par déterminer le(s) probléme(s) de définition.

+o0 1 +o0 1 400 1
/ L / o, / S "
0 $2 —+ 1 2 t— 1 0 JL‘Q + \/5
3. Etudiez la nature des intégrales généralisées suivantes :
2 +oo 2 1
dt cos(t In(t
@ [ @ [ © [ araarad
0 t+5Vt 146 o (12 +2)(3+5t)
oo dt U sin(x Foo —2z
o [ © [ N Q——
1 W +2 o o 3 —cos(x)
+oo +oo 102
t
(c) / LI (f) / ST

Solutions :

Nous faisons la premiére et la sixiéme question en rédaction compléte puis nous donnons
les éléments sans rédaction pour les autres, & vous d’essayer d’adapter les autres. N’hé-
sitez pas a venir nous voir pour en discuter.

(a) Il s’agit d’une intégrale généralisée avec un seul probléme de définition en 0. Nous appliquons le
théoréme de comparaison & majoration :

Vt €]0,2],t + 5Vt > 5Vt >0

Donc n’oubliez pas la positivité

1 1
0< — < —
T t4+5VE T BVt

2
1
Or / 7 converge car c¢’est une intégrale de référence (Riemann) sur ]0, 1] avec 1/2 < 1. Donc
0

/2 dt .
——= converge.
0o t+5Vt &

(b) CV : Pb en +o0 : majoration par 1/t* (en utilisant que t* 42 > ¢*) dont l'intégrale sur [1,+oo]
converge.

(¢c) DV : Pb en +oco : minoration par 1/u sur [3, 4+o0l.
(d) CV : Pb en +oo : majoration par 1/t*.

(e) CV faussement généralisée : la limite du terme général en 0 est 1.
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(f) Cette intégrale généralisée posséde deux problémes de définition en 0 et +oco0. On étudie donc la

b osin?t oo gin? ¢ o
nature de dt et dt séparément.
o B3+t 1 B
sin? ¢

1 '
e On a Vt €]0,1],¢% + vVt > Vt et sin?(t) < 1 donc 0 < <—Or/—dtconvere
%) > t < < < 2 O [ it converg

sin? ¢

1
(intégrale de Riemann sur |0, 1] avec 1/2 < 1) donc par comparaison & majoration / m t
0

converge.

e PPar allleurs VI € +oo|,t° + Vi t° et sin onc T
’ ’ 3 \/i 3 1 3
converge (intégrale de Riemann sur [1,+OO[ avec 3 > 1) donc par comparaison a majoralion

/+°° sin” ¢ it
———dt converge.
1 3+t 8

“+o0 2

t

Donc / Ldt converge.

0 3+t
S In(t)
(g) CV : Pb en 0 : majoration de “E12)G 1
(h) CV : Pb en +oc : majoration par e 27 /2.

par —In(t)/6.

4. Croissances comparées : En utilisant des arguments de croissances comparées (inspirez-vous de ce que
vous aviez fait pour les séries), déterminez la nature des intégrales suivantes.

o0 In(x) oo . +00 ud
(au)/1 3 dx <C>/0 In(x)e™"dx (e)/1 mdu

+oo 1 400 e
) | mdw () /0 et dt

(a) CV : pb en +oo : majoration par v/z/z> = 1/z%/2,
1 1
VivE
(c) CV : pben +oo et en 0. Etude de —In(x)e™* qui est positive. En 0, majoration par — In(z) sur
10,1]. En 400, majoration par e~%/2 car In(z)e™*/e~*/? = In(x)e~*/? tend vers 0 par CC.

(d) CV : pb en +oo. Sur [1,+oo[,#* > ¢ (valable uniquement si ¢ > 1 donc e’ < et et sur [0, 1],
I'intégrale n’a pas de pb de définition.

(b) DV : pb en 400 : minoration par

2 —u/2

(e) CV : pb en +o0o0. Equivalent en +00 & u“e™". Ce terme est plus petit pour ¢ grand que e car

u?e™" /e = y2e™%/? tend vers 0 par CC.
5. Utilisation de la comparaison par équivalents. On rappelle que si une fonction (€) tend vers 0 quand
x tend vers b, alors on a pour x suffisamment proche de b :

1 1
—— <e€lx) < =
3 Sel@) =3
Soient f et g deux fonctions & termes positifs continues sur [a, b[. On suppose que

F(@) ~ 9(a).

(a) Veérifier que, pour tout x suffisamment proche de b, on a :

1 3
59(x) < f(z) < Sg(x).
2 2
b b

(b) Démontrer que si I'intégrale / g(t)dt est convergente, alors la série / f(t)dt Pest aussi.

a a
(¢) Démontrer que les deux intégrales sont de méme nature.
(d) Quel(s) résultat(s) de la synthése de cours la question 5 démontre-t-elle 7 Apprenez ce(s) résul-

tat(s) et appelez un enseignant pour faire un bilan de cette partie.

6. Etudiez la nature des intégrales généralisées suivantes :
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dt (b) dt;

o0t 4 sin(t) too Yt +10
(a) e VYol
1 t+e 0 \/i + 12

7. Reprendre la question 3 en utilisant cette fois le théoréme de comparaison par équivalents et en
identifiant au préalable celles qui peuvent se traiter via cet outil.

8. Et sile pb de définition est ailleurs qu’en 0 et +00 ¢

1\/f+1 L' gint
w [ L (v
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