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Chapitre 1

Rappel de Mécanique Quantique

1.1 Modéle du corps noir

Un corps noir est une enceinte fermée, parfaitement absorbante a toutes les longueurs d’ondes A et
en équilibre thermique & la température 1" avec le rayonnement électromagnétique qu’elle renferme.
Ses parois peuvent étre modélisées par un ensemble de dipole qui absorbent I’énergie du rayonnement
contenu dans l’enceinte et la réémettent de maniére incohérente tout en conservant 1’énergie. La source
du champ présent dans I’enceinte provient de la température des parois.

pr (V)

v

FIGURE 1.1 — Densité d’énergie en fonction de la fréquence de rayonnement.

On va exprimer la densité d’énergie comme le produit de deux fonctions
— la densité de mode par unité de volume D(v)
— et I'énergie par mode E(v)

de sorte que :



1.1.1 Catastrophe ultraviolette

En utilisant n(v), le nombre de modes dans l'intervalle de fréquence [0, ], on peut exprimer la
densité de modes par :

1 On(v

P =5 agj)
_ 1on(v) " oh
Y 0oh ov

~——

—D(h)

_ B x
N 2 c

Par ailleurs, 1’énergie émise par mode suit une loi de Boltzmann :

E
exp T
E
exp ( kBT> d

On trouve alors une densité d’énergie de la forme :

~ g E
dE—/ 2 ex < )dE—kT
o kT TP\ T kpT B

/Ex/

8
p(v) = il/Qk?BT
3

Ce résultat ne coincide en réalité qu’aux basses fréquences (grandes longueurs d’ondes) : c’est la
catastrophe ultraviolette.

1.1.2 Hypothése de Planck

On ne peut pas avoir accés a toutes les énergies. Il faut passer du continu au discret de sorte que
I’énergie stockée dans les modes de fréquences v soit quantifiée et ne puisse Itre qu’un
multiple entier de I’énergie d’un photon correspondant hv :

E=FE,=nhv,neN

Le nouveau calcul de I’énergie moyenne permet d’obtenir une nouvelle forme pour p(r) qui rend
compte du comportement 4 la fois aux basses fréquences et aux hautes fréquences (calcul d’équivalent

en v allant vers 0 ou 00) :
o _ hv
87 P\ kT

= v 1 hv \
exp T

La catastrophe ultraviolette est résolue par I’hypothése de Planck.




1.1.3 Dualité ondes-corpuscules

Il apparait donc, par I’hypothése de Planck, que le champ électromagnétique est quantifié et
que la lumiére (ondulatoire) a des aspects corpusculaires.

De Broglie a poussé plus loin cette réflexion en postulant que les corpuscules de matiéres ont aussi
des aspects ondulatoires. Il associe & toute particule de matiére de masse m une onde de De Broglie
Apg telle que

p =

/\DB —

SRR

1.1.4 Interférences des ondes de matiéres
De mIme que Davisson et Germer ont, en 1927, réalisé expérimentalement la diffraction d’un faisceau
d’électrons par un cristal de Nickel, on peut réaliser la diffraction d’atomes.

Le résultat obtenu est surprenant pour I’époque : la figure d’impact obtenue est en tout point
identique a celle d’une figure d’interférences lumineuses. Cela confirme bel et bien le postulat de De
Broglie affirmant que la matiére est une onde.

Exemple pour le Neon

Pour une masse de mye = 3, 3.1072% kg, une vitesse v = /2gx avec z = 45 45cm, on peut déterminer

I'interfrange de la figure d’interférence obtenu : — ~ 0,94 mm.
a

En conclusion, il faut décrire chaque atome par une onde dont le module carré donne la
probabilité de détecter ’atome en un point donné.

1.2 Formalisme de la mécanique quantique

1.2.1 Fonctions d’ondes

Une description compléte de I'état d’une particule dans ’espace & un instant donné se fait par une
fonction d’onde complexe prenant ses valeurs dans tous I'espace : ¢(r,t). Son module carré, |¢(r,t)|?,
s'interprlte comme la densité de probabilité de présence de la particule a la position r a l'instant ¢.

Elle est naturellement normalisée sur tout I'espace :

//R3 o(r, )Pdr = 1.

En optique de FOURIER, on a écrit I’onde lumineuse de la forme :

1 ~ ) .
Ur,t) = 3 / Uv)e* ™ dy e vt
Vir




on peut prendre la transformée de FOURIER de la fonction d’onde (avec E = p*/2m) :

1 ;
@(p)e_l(p'r_Et)/ﬁdSP.
V onh /

L’équivalent des ondes planes pour les ondes de De Broglie est ¢(r, t) = ¢oe™ " avec E = p?/2m
et p = |p| = h/\pp. L'analogie peut Itre poursuivie pour trouver la relation d’incertitude de
Heisenberg qui stipule que :

o(r,t) =

h
AxAp, > X
Il n’y a égalité, comme en optique, que pour des fonctions d’ondes gaussiennes.

La fonction d’onde pour une particule libre dans [’espace est solution de ’équation de Schrodinger

dans le vide :
i we ) =~ Ape.
ot S om T

La transformée de FOURIER de la fonction d’onde est une fonction donnant ’amplitude de probabilité
de I'impulsion p : @*P(p) = |¢(p)|*d*p. Elle est aussi normalisée sur 'ensemble des impulsions p.

1.2.2 Observables et opérateurs

En mécanique quantique, on peut associer aux grandeurs physiques des opérateurs qui agissent
dans l'espace des fonctions d’ondes, ces derniéres contenant alors toute l'information sur la particule
étudiée.

Plus généralement, pour une grandeur physique S on associe I'observable S qui est un opérateur
linéaire et hermitien (S* = S) de sorte que l'on ait :

(s) = (WIS]) = / 50 S0(r)dr.

Liste non exhaustive d’observables associées aux grandeurs physiques classiques :

Position (x) Tz = TX
Impulsio (D) ). h 0
mpulsion » . = —ih—
p D D Oz
A h2
E. cinétique (E.) E. = —A
2m
E. potentielle (V)  V(r) = V(r)x
E.totale (H) H = E.+V(r)
M. cinétique (L) L = —iirxV



On verra que ’'Hamiltonien H a une importance capitale pour I’équation de Schr”dinger avec
contraintes extérieures :

9 12
it = \(—%A + V(r)) .

J/

-~

=H

Soit |1ha) état propre de A de valeur propre a, (on a donc Alth,) = ag)tha)). Cette valeur propre est

donnée par :
TR ot IR

o = = =a = a, €R.
Wil " Tpae
En outre, les états propres de I'énergie sont
Hwa = awa

0 N
soit, apreés introduction dans I’équation de Schr”dinger dans le vide <zh§w =H z/1>, on trouve :

Yl 1) = Goolr) exp (—%) |

1.2.3 Commutation des observables
Lien entre les degrés de liberté

La relation de transformation de Fourier entre W (7) et (p) a pour conséquence la relation d’incertitude
de Heisenberg entre position et impulsion

(1.1)
(1.2)

Plus généralement, I'inégalité de Cauchy Schwarz permet de démontrer la relation d’incertitude de
Heisenberg généralisée :

AAAB > S |(Y|AB — BA)| (1.3)

Cette expression définit le commutateur : [A, B] = AB — BA.
Le produit au sens des opérateurs/observables n’est habituellement pas commutatif et le commutateur
n’a donc pas de raison d’étre nul.

Ce résultat a des conséquences importantes lors de la mesure d’un systéme.

Supposons avoir deux observables A et B non commutantes et que l'on effectue une mesure de
la variable a. Aprés la mesure, le systéme est dans un état propre ¥, de A. On a alors Aa = 0 et



donc Ab = co. La mesure de la variable a a placé le systéme dans un état d’incertitude maximal sur
la variable conjuguée b. En conclusion, si les opérateurs ne commutent pas, la mesure de a influence
fortement la mesure de b.

Espaces propres

Théoréme : Si [121 B] 0 les sous espaces propres £4 de A sont stables par B.
Démo : A(B[,)) = anBliha) soit Bli,) € Ea.

Ainsi, si deux observables commutent, les mesures peuvent étre alternés sans pour autant se modifier
I'une l'autre.

Etat : ) — mesure de A : 1h3[ag] — mesure de B :— 15,4 [ba] — mesure de A — 15, [ag]

Corollaire : Si [121, E] = 0, alors il existe une base de vecteur propre commun a A et B.

Ce théoréme défini une méthode pour caractériser un systéme quantique de maniére non équivoque.
Pour caractériser un systéme, il faut mesurer I’ensemble de ces degrés de liberté en appliquant une
série de mesure. Dans le language de la mécanique quantique cela revient a mesurer le systéme suivant
une série d’observables. Si nous avons suffisamment d’observables qui commutent deux a deux pour
décrire tous les degrés de liberté, la description du systéme est alors compléte puisque tous les états
peuvent étre étiquetés par les valeurs propres correspondantes. On parle alors d’ECOC :

ECOC : Ensemble Complet d’Observables qui Commutent |.

Evolution

On peut montrer via ’équation de Schrodinger que I'on a :

. - 0A
SIAY) = (Il ) + <w o

d

d -
—(A
d<> dt

)

0
Dans cette expression, il s’avére que la dérivée temporelle de I'observable (—) est généralement

ot

~

nulle de sorte que 'on a :

(A) = —(wl[A, ]ju).

==

L’évolution temporelle de la valeur moyenne de la variable a est déterminée par la relation de
commutation entre I'observable A et ’'Hamiltonien H.

Par conséquence, si A et H commutent, (a) n’évoluera pas dans le temps. On parle alors de constante
du mouvement.

10



1.3 Mesures

1.3.1 Généralités

Soit un systéme quantique dans un état initial ¢ sur lequel on réalise une mesure. Il se retrouve
alors dans un nouvel état ¢/’. La mesure revient donc & appliquer un opérateur A.

Résultats

x 1) est un état propre de A de valeur a,.
RAGIEAGIE
J12a(7)

x L’opérateur A étant hermitien, a, est nécessairement réel. Comme a,, est le résultat de la mesure
d’une quantité physique, cela est nécessaire.

% la probabilité de détecter a, est de P(ay) = |[(¥a|t)|*.

x a, est le résultat de la mesure et a, =

1.3.2 Espace de Hilbert

La fonction d’onde ¥ (r) ou sa transformée de Fourier ¢(p) sont deux fonctions mathématiques
différentes mais qui décrivent le mIme objet. Comment résoudre ce probléme ?

Notation de Dirac

L’état de la particule est stocké dans un vecteur : |¢)). L’ensemble de ces vecteurs forme un espace
de Hilbert. Il est donc muni d’un produit scalaire hermitien, c’est a dire que

(palpr)™ = (p1]ep2).

Dans 'ensemble des fonctions d’énergie finie % (R) on a :

<wwﬁ=/ﬁ@wmw%

Intéréts

« Description des variables discrétes (polar/spin/saveur)

x Combiner les degrés de liberté via le produit tensoriel. ; un degré de liberté, on associe un espace
de Hilbert.

Position z — &, V() = |1hs).
Position y — &, P(y) = [y).

11



Spins  — & P(s) = |1s).

[¥) = |thz) @ |thy) © )

&) = (@ @1, @ 1,)(1v.) © [vy) @ [¢s))

Le produit tensoriel permet soit de décrire plusieurs degrés de liberté d’une seule particule soit un
seul degré de liberté pour plusieurs particules. Par exemple on pourrait définir I'opérateur spin :

S=5 25,

1.4 Complément : Commutation des observables

1.4.1 Lien entre les degrés de liberté

La relation de transformation de Fourier entre W (7) et (p) a pour conséquence la relation d’incertitude
de Heisenberg entre position et impulsion

(1.4)
(1.5)

Plus généralement, I'inégalité de Cauchy Schwarz permet de démontrer la relation d’incertitude de
Heisenberg généralisée :

AAAB > S |(Y|AB — BA)| (1.6)

Cette expression définit le commutateur : [A, B] = AB — BA.
Le produit au sens des opérateurs/observables n’est habituellement pas commutatif et le commutateur
n’a donc pas de raison d’étre nul.

Ce résultat a des conséquences importantes lors de la mesure d’un systéme.

Supposons avoir deux observables A et B non commutantes et que l'on effectue une mesure de
la variable a. Aprés la mesure, le systéme est dans un état propre ¥, de A. On a alors Aa = 0 et
donc Ab = co. La mesure de la variable a a placé le systéme dans un état d’incertitude maximal sur
la variable conjuguée b. En conclusion, si les opérateurs ne commutent pas, la mesure de a influence
fortement la mesure de b.

1.4.2 Espaces propres

Théoréme : Si [121, B] = 0 les sous espaces propres £4 de A sont stables par B.

12



Démo : A(Blihy)) = aaBta) soit Bl,) € Ex.

Ainsi, si deux observables commutent, les mesures peuvent étre alternés sans pour autant se modifier
I'une I'autre.

Etat : ¢y — mesure de A : 1ps[ag] — mesure de B :— 1g,4[bs] — mesure de A — 15,4 [ag]

Ce théoréme défini une méthode pour caractériser un systéme quantique de maniére non équivoque.
Pour caractériser un systéme, il faut mesurer I’ensemble de ces degrés de liberté en appliquant une
série de mesure. Dans le language de la mécanique quantique cela revient & mesurer le systéme suivant
une série d’observables. Si nous avons suffisamment d’observables qui commutent deux a deux pour
décrire tous les degrés de liberté, la description du systéme est alors compléte puisque tous les états
peuvent étre étiquetés par les valeurs propres correspondantes. On parle alors d’ECOC :

‘ECOC : Ensemble Complet d’Observables qui Commutent |.

1.4.3 Evolution
On peut montrer via ’équation de Schrodinger que I'on a :

A

d, - d
A el
ot

. 1 .
) = 2 (wlAl) = — (I[A, H]lw) + <w

)

0
Dans cette expression, il s’avére que la dérivée temporelle de I'observable (E) est généralement

nulle de sorte que 1'on a :

(A) = —(wl[A, ly).

==

L’évolution temporelle de la valeur moyenne de la variable a est déterminée par la relation de
commutation entre I'observable A et I’'Hamiltonien H.

Par conséquence, si Aet H commutent, (a) n’évoluera pas dans le temps. On parle alors de constante
du mouvement.

13
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Chapitre 2

Atome d’hydrogéne

2.0.1 Description du systéme

Un proton p* de masse M, entouré d’un électron e~ de masse M, placé dans un référentiel Z.

Le Hamiltonien du systéme est :

7= Qp—jép + 2p_]\i + V(r)
Centre de masse : R = % ot P = P, + Py
Mouvement relatif : P = % etr=r.—r,
On peut re écrire : B
PI:%JF {%j+v(r)}
avecM:Mp%—Meetu:]\/][\feTjwj\sz e

Problématique : Quelles sont les états propres de Pénergie i.e les solutions de H |y = El)?

1 Osinﬁg 1 02)

102 1
Laplacien en sphérique : A = —a—(r.) + — (sin@ 50 30 + 005

r Or? 72

On décompose ce Laplacien :

1 02 1 1 Osinf 0 1 02
A= ——(r) — | = — + —

r Or? r2 \sinf 00 00  sinf 0¢?

— < — .,

=A(r)x (—2me /h?) L% /n2

et I'on a donc H = A(r) — L? avec L? qui ne dépend que de ¢ et ¢.

2m,r?

15



On a entre autre :
— [fl, fLQ] = 0 par indépendance des directions de l'espace (r, 6, ¢)
— [H, 1 =0

Il existe une base commune de vecteur propre de H et L? ne dépend que de 0 et ¢. On va donc

chercher les fonctions d’onde de la forme :

?,m(r) X ¢l,m(97 ¢)

Le probléme a résoudre

R 1 ~
) = 2| B (0n(0.0) = B R 000 (0.0)
L¢1,m(0, ) = Limim(9.0)

Stratégie
— D’abord on détermine les états propres de L? (dépendance angulaire).

— Puis on calcule la dépendance radiale (états propres de H dans les sous-espaces propres de ﬁ2)

2.0.2 Moment cinétique

Moment cinétique orbital

~

Rappel de la définition : L =1 x p.
(L., L,] = ihL,

(L., L,] =ihL,
(L, L. = ihL,

soit plus généralement L x L = ihL. Cette relation est la définition de tout moment cinétique.

Cas général
JxJ=ihd.

Trois degrés de libertés mais seulement deux sont pertinents car il y a une relation reliant les

trois. Pour connaitre parfaitement 1’état, seules deux mesures sont nécessaires donc seulement deux

~2 ~ ~ ~ ~
observables qui de préférence commutent. Par exemple, J (= J2 + Jy2 + J?) et J, conviennent.

Base commune choisie : |7, m) telle que :
22 . ./ .
— Jlgm) = j(j + DR?|j,m)

16



Quantification du moment cinétique

On définit deux nouveaux opérateurs Jt=J, + ijy et J- = J, — ijy de sorte que l'on ait :

PTG mY) = TG+ DR, m))
— J.(J L, m)) = T ((m + 1)kl m))

A

car la base [J, J]—Oet[J J7]=0.

Opérateur montant : J*|j, m) o |7, m + 1)
Opérateur descendant : J~|j,m) o |j,m — 1)

On a |jﬂj, m)|? = (j,m|JT*Tt]j,m) avec J"* = J".

Au final )
[T 5,m) P = (j(j + 1) —m(m +1))h* > 0.

De méme

|71, m)? = (j(j + 1) — m(m — 1))h* > 0.

On doit donc avoir m borné entre —j et j. Puisque m est borné, il existe muyay tel que |j, Mmax)
existe. Mais alors J 1| j, Mumax) o @[, Mmax + 1)... Pour ne pas avoir de paradoxe, il faut nécessairement
que o = 0 ce qui impose que Mpax = J.

Les intervalles entre deux entiers sont interdits. Les seules valeurs possibles pour m sont telles que
AN € Nym + N = myae = j. Similairement, AN € N,m — N’ = mpn = —J.

N+ N’

Do™ j= et donc j est entier ou demi entier.

2.0.3 Retour sur le moment cinétique orbital

N h O A
On sait que L, = T30 et L,.V,,(r) = mhV,,(r) (définition du moment cinétique) d’o™ l'on tire :
Loy

U, (r) = ¢ (r, 0) exp(imeyp).
De plus ¢ est 2r—périodique ce qui impose que m est un entier donc [ est un entier aussi.

On définit Ly tels que

LiYim(8,0) = 1L+ 1) —m(m + 1)hY, mz1 (6, ¢)

2.0.4 Partie radiale de ’atome d’hydrogéne

On va écrire

\I/(I‘, 0, 90) = Zm(r)n,m(& 90)

17



et .
LYy = (L + 1)R?Y).

On connait déja Y;,, par la partie précédente.
On cherche les états propres de 1’énergie

HU = EU.

Equation de Schrodinger compléte :

R I+ DR § i
T R e e V(r)| R, (r) = ER},(r).

Les niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogéne sont quantifiés selon :
E E
o B
(n+1+1)2 n?
0o~ n’ nombre quantique radial et n le nombre quantique principal. L’énergie d’ionisation est égale a

me4

E[ = W ~ 13766‘/

2.1 Complément CM2 : L’atome d’hydrogéne

Objectif : Chercher la fonction d’onde de I’électron de I'atome d’hydrogeéne.
Coordonnées sphériques r = (7,0, ¢).
Potentiel central V().
Equation de Schrodinger :
ho  —h* O? 1 -
! L2+ v(r) (2.1)

ot 2m, T@TQT + 2m,.r?

ou L? est le carré de I'opérateur moment cinétique orbital avec :
L? = —# ! asinﬁa—i— L&
B sin 6 00 90 sin? 6 0¢?

- o)
L. =—ih—
%
Comme L? et H commutent, on cherche les solutions sous la forme W (r) = Y,,,(6, ¢).R},,(r) (séparation

des variables)
Résultat : Si J est un moment cinétique (j x J = ihJ ) alors il existe une base [j, m) unique telle

que :
— JP|j,m) =125 (j + 1)|,m)
— J.|j,m) = hm|j, m)
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avec [ entier ou demi entier et m € [—1, =l +1,...,1 — 1,]]
Pour L, on démontre par 27 périodicité de W(r) que m et donc 1 est entier.

A - 0
On définit Ly = —he™™ (i 50 +icotd 5 ¢>, opérateurs montants et descendants

Les solutions de IAJQYLm(G, ®) = E1nYim(6, ¢) sont les harmoniques sphériques Y;,,,(6, ¢) :

— Separation des variables : Y, (6, ¢) = Fl,m(e)eim‘b
— Solution extréme : Y;;(0, ¢) = C(sin §)'e"?
— Construction de proche en proche : Lin m( \/l I4+1)—=m(m=£1)Y, mei(0,0).

— Normalisation / Orthogonalité : //Ylj‘m(Q,qS)Yl/’m/(Q,gb) sin 0dOd¢ = 0110

ote
NTOTH
oostmo

—h* 9? . R+ 1)
2m, ror? 2m,r?

Partie radiale :

+ V(r)} R, (r) = B (r) R}, (r) (2.2)
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Chapitre 3

Role du Spin de I’électron

3.0.1 Existence d’un spin

Expérience avec aimants sur particules d’Argent. Existence d’'un gradient de champ magnétique.

0B

Apparition d’une force de déviation proportionnelle & un moment magnétique F = —-V.W = ,&Za—
z
avec W = —[i.B

Moment cinétique : L = r X p = rmwvu avec u perpendiculaire a r et p.

v
Moment magnétique : ji = I xSxu = v xmr’u = L avec vy = — le rapport gyromagnétique.

2rr MmMe

Dans I'expérience les atomes sont déviés soit vers le haut, soit vers le bas mais jamais ne continuent
tout droit. Cela améne a définir le spin S. Il ne commute pas avec lui-mlme :

S x S =ihS
SQIS,mS)

avec valeurs propres s et m demi-entier.

3.0.2 Interaction spin-orbite

r et est animé d’une vitesse —v dans le

Le proton p™ génére un champ électrique E =

deqrs
référentiel de électron. Dés lors apparait un champ magnétique B = —v x — = S
¢ dmwegricim

Moment cinétique de spin iy = —ES.

m
L’énergie d’interaction spin/orbite est donc :

~ q A A A A

Wso = ————L.S « L.S.

° Amegr3cim
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Le nouvel Hamiltonien & considérer est alors :
H+— H+ W,

- . . ~2 - .
i, Vobservable L on associe les observables qui commutent L, L, auxquels on associe la base |, m)

A . . a2 A .
i, lobservable S on associe les observables qui commutent S, S, auxquels on associe la base |s, mg)

Pour considérer I’ensemble des effets, on peut utiliser la base |l, m, s, m,) mais elle n’est pas stable...
On va en rechercher une autre plus utile en pratique.

On commence par remarquer que

LS=1L.S +L,S,+L,S, =LS = ((ﬁ FESSER S2>

| —

En somme on a le choix entre deux bases :

Base découplée

[£27 zZ? S27 gz]

dont les kets sont |[,m, s, ms). C’est une base intuitive mais mal adaptée au probléme.

Base couplée
37,1087
avec J = L + S le moment cinétique total de I’électron.
Les trois observables carrés sont solutions de 131'0 + WSO.
Le ket correspond est
In,l,s,j,m)

et il prend en compte 'énergie (n), le moment cinétique orbital (1), le spin (s), le moment cinétique
total (j) et sa projection sur z (m).

3.0.3 Structure fine de 'atome

La structure fine de I’atome revient a considérer l'influence de Wy,. Le Hamiltonien a considérer est
alors

R R R R A~ 4 R A /4 R “
H:HO+WSOZHO+ELS=HO+§_L(JQ—LQ—SQ)

L’énergie propre a considérer est alors :

Ey + %U(j + DR =1+ DR = s(s + D).
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3.0.4 Structure hyperfine de ’atome

On considére a la fois le spin de 1’électron S. et aussi celui du proton Sp.
Ce dernier, spin du proton, va Itre a I'origine d’un moment magnétique ﬁp = —(q/Mp)sp.
Le champ magnétique a considérer serait alors B, oc ﬁ'p. L’énergie d’interaction que 'on va alors

considérer (et qui va modifier le Hamiltonien de la structure fine) est alors :

2
q A A

= S.S,.
M,m, P

Whp - ﬁe-Bp

3.1 Complément : Somme de moments cinétiques

3.1.1 Contexte

Lorsqu'un systéme est décrit par deux moments cinétiques Ji et Jy indépendants, il est naturel
d’utiliser les ensembles d’opérateurs qui commutent (J2,.J7) et (J2,J%) qui permettent de décrire le
comportement de J; et J,. La base propre commune I, m1) ® |la, ma) = |l1,mq,la, ma) est la base
découplée. Cette base est pertinente si les deux quantités n’interagissent pas. Dans le cas ou les deux
quantités interagissent de maniére dipolaire, c’est a dire avec un Hamiltonien d’interaction de la forme :

N A~ A
ou A a la dimension d’une énergie et H=Hy+ W, la base découplée n’est plus une base propre de
I'hamiltonien. Autrement dit, 'ensemble des opérateurs (H,J 2 J7,J5.J%) ne forme plus un ECOC. On

ourra remarquer, par exemple, que J? et W ne commutent pas.
9 ) 1

N A L 4 RN
En notant que ’hamiltonien d’interaction peut se réécrire sous la forme W = o (J1+J2)*=J3—=J3), on

intuite le nouvel ECOC : (ﬁ,jf,jg,jQ = (jl +j2)2,jz). On pourra par exemple vérifier que [jz, W] =0
alors que [J7, W] # 0.
Cet ensemble se caractérise par 5 nombre quantiques qui forment la base couplée : |n, 1y, 2, [, m).

Question :
Quelle relation existe t ’il entre les éléments de la base couplée et ceux de la base découplée ?
Formulé autrement : Que valent les coefficients de changement de base (appelés coefficients de Clebsch
Gordan) (j1,m1, j2, Malj1, jo, J, m) tels que :

|j1>j2aj7m> = Z <j17mlaj?am2|j17j27j7m>|j17m17j27m2> (32)

mi,m2

3.1.2 Reésultat

Si J; est un moment cinétique caractérisé par les nombre quantiques l; et mq, et Jo est un moment
cinétique caractérisé par les nombre quantiques Iy et mo
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Alors J = J; + J, est un moment cinétique caractérisé par les nombres quantique [ et m avec
L€+ i+ iz — 1,1 — Joll et —j <m < j.

Les éléments de la base couplée |j1, j2, j, m) se déduisent de maniére récursive des éléments de la base
couplée |j1, my, Jo, ma).

Démonstration :

On a J? = jf + jQZ, donc m = my + my. Comme my < j; et mo < Jo alors juax < 71 + J2. On a de
PIUS jimax = j1 + jo, sinon B m / m = my + my. On note e(m = m; + my) le sous espace propre de J?
de valeur propre m = my + my. On remarque que la dimension de €(m = j; + j2) vaut 1. Les vecteurs
|71, J1, Jo, J2) (base découplée) et |ji1, jo,j = j1 + ja, m = j1 + ja) (base couplée) sont donc égaux.

71, J2, 7 = 1+ Ja.m = J1 + J2) = |J1, J1, Jas J2) (3.3)

On remarque que j; et jo ne sont pas discriminant entre les éléments de la base couplée et de la
base découplée. Pour j; et jo donnés, on abrége les notations en notant |ji,J2,7,m) = [j,m) et
|j17 m17j27 m2> - ‘mla m2>'

On pose

Jo=Jo+id, & J. =J,—il, (3.4)

OnaJ_=J_+Jo et J_|j,m) =55+ 1) —m(m —1)|j,m — 1).

Construction itérative : voir Fig. |3.1
Initilisation :
Pour €(m = ji + ja), on a |j = j1 + jo, m = J1 + j2) = |J1, J2)-
Iteration 1 : Pour €(m = j; + jo — 1) de dimension 2, on construit le premier vecteur en appliquant
J_sur |j = ji + ja,m = j1 + j2) et on obtient :

Gom — 1) = VG +1) = ma(my — Dlmy — 1,ma) + /52 (J2 + 1) — ma(mg — 1)|my, my — 1) (3.5)

ViG+1) = m(m —1)

Le second vecteur de €(m = j1+jo—1) est |j = j1+jo—1,m = j1+jo—1) = a|mi—1, ma)+5|mi—1,my).
Les conditions d’orthogonalité de la base (j1 + j2, j1 + 72 — 1|71 +j2 — 1, 71 + j2 — 1) = 0 et de normalité
(1 +jd2— 1,71+ 72— 1j1 +Jo — 1,41 + jo — 1) = 1 permettent de déterminer « et 3.

Iterations suivantes : On applique la méme méthode pour tous les sous espaces propres jusque
Jj = |j1 — j2|- En effet, lorsque j = |j1 — jo| il n’est plus nécessaire de chercher de nouveaux états
propres car 'application de J_ suffit & déterminer tous les vecteurs propres du sous espace propre
suivant. Ce cas particulier est décrit par la ligne rouge sur la figure |3.1}

Nombre d’états :
On remarque que le nombre de vecteurs de la base découplée est (2.5; + 1).(2.jo + 1). Combien de
vecteurs N, y a t’il dans la base couplée?
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Si j1 > jo (si jo > 71 le calcul est réversible)

Ne = 2(j1+J2) +1+201+j2— 1)+ 14+ .. +2(j1 —J2) +1 (3.6)
= (2.j1 + 1).(2.j2 + 1) -+ (]2 + (]2 — 1) +...— (jg — 1) — jg)) = (2.j1 + 1).(2.j2 + 1) (3.7)

Cela assure la consistance des 2 représentations.

AM 7
_3 2\€ NI X d\(/;)
)= NERSS A
N NP0 \\ 9 N\ %
N < No %
L | R ® ® W @y
AN /\\/ S 41]-'7 \‘ ] \ \J
N 28 N T
N\ hS Y N ‘éj
9 ® .} { ® L
\\ sq\ » l\\
J 1=7/2 N AN AN
° . . e 1@ ° | S— Y
N \\
\\ \
—e @ L L 4 D L4 L *—>
N\
\ my
\\
............. ® ® ® ® ® .\ ® ®
N\
\\
............. Py ® ® ® ® ® L
N\
\\
L ® ® ® ® @ @ 'O\
N\

F1GURE 3.1 — Construction de la base couplée.
Les éléments de la base couplée se construisent de maniére récursive depuis les valeurs extrémales
(m =my +ma = j1 + j2). €(m) désigne le sous espace propre de J* de valeur propre m.

3.2 Complément : Structure hyperfine

3.2.1 Structure Hyperfine de I’'Hydrogéne

Dans le cas de 'atome d’hydrogéne, nous avons vu en cours que l’électron posséde un moment

: . 4 —q 4 . A 2.79q 4 )
magnétique fi, = V.S, = —qSe. Il en va de méme pour le proton ft, = 7,S, = —qu qui génére par
Me my
conséquent un champ magnétique B,(r) dans tout 'espace. Le moment magnétique fi. de I’électron

interagit avec ce champ magnétique via I’hamiltonien

W(r) = —fic.B,(r) (3.8)
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TABLE 3.1 — Etats propres dans la base couplée.

S In,l,m, Se, Sp, S,m) Energy
1/2+1/2=1 | |1,0,0,1/2,1/2,8 = 1,m) (triplet) | 1/4 A
1/2-1/2=0 | |1,0,0,1/2,1/2, 5 = 0, 0)(singulet) | -3/4 A

Le champ B,(r) généré classiquement par un moment magnétique p, se décompose en une partie
rayonnée (dépend de r) et un champ de contact (6(r)) :

— .r).r 2
By(r) = 1% gy, HHDT) 20 (3.9)
La fonction d’onde de I'électron dans ’état fondamental étant & symétrie de révolution (V(r, 0, ¢) =
U(r)), la contribution rayonnée a l'énergie d’interaction est nulle, i.e. (U|W,y|V) = 0. Pour une
démonstration rigoureuse de ce résultat, on pourra se référer au complément B XI P1110 du livre
Mécanique Quantique de Cohen Tannoudji.
L’énergie d’interaction se résume donc a la contribution de contact soit :

~ .2
Wr) = —ue.up%.a(r) (3.10)

Pour un état propre (& symétrie de révolution) W, oo(r), l'interaction peut s’intégrer sur les degrés de
liberté externe :

Hl = <\I]’Wcontact (311)
G fi 2
-2
- 3”0.56.5p|npn,0,0(0)| (3.13)
1 _r ) . . .
Dans 'é¢tat n=1, on a Wy 99 = e v et I'énergie d’interaction entre les moments magnétiques
Tay
du proton et de I’électron vaut donc :
A —2o I 4 4
H, = Vp—=-5.S 3.14
A L .
- ﬁSe.Sp (315)
_6 hC
avec A =5810""eV et Ay = i 21 cm.
Comme on retrouve une interaction de la forme J 1. J 9, on s’intéresse au moment cinétique total de
Phydrogene S = S, + S avec S, = 1/2 = S,,. (Voir partie précédente)

L’interaction entre les moments magnétiques de spin de 1'électron et du proton a donc levé la
dégénérescence entre les états [1,0,0,1/2,1/2,S = 1,m) et [1,0,0,1/2,1/2,S = 0,0) dont 'écart
en énergie vaut A = 5.8 107% eV. Cette transition de basse énergie est particuliérement utilisée en
astronomie dans le cadre de la mesure du rayonnement fossile.
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Chapitre 4

Méthode d’approximation

On rappelle que le systéme étudié est un atome d’hydrogéne composé d'un proton p™ de spin Sp
et d’un électron e~ de moment cinétique L et de spin S.. Cet atome est entiérement décrit par le ket
suivant |n,l, s, j,, f,my) dont les nombres quantiques renvoient a

n : niveau d’énergie relié a ’hamiltonien H
[ : moment cinétique orbital L’

s : spin de 1’électron S.

J : moment cinétique total : J=L~+S,

7 : spin du proton Sp

f : moment angulaire : F=J+ Sp

my : projection de ce moment sur ’axe z

Ce modele rend compte totalement de la nature de 'atome hydrogeéne pris seul. Mais quel serait,
par exemple, I'effet d’'un champ magnétique B ?

— E; ~10eV (= 13,6¢eV)
— taille ~ 107 %m

— d’'0” V =10"V/m (énorme)

Oscillateur (an)hormique : ¢’est un exemple concret d’application de cette méthode d’approximation

L1 p° 1
H = —mw?i? + P
2 2m 2

Formulation : on suppose connaitre les états propres de Hy. Si les valeurs propres FE, ne sont
pas dégénérées, il s’agit des kets : |n). Dans le cas dégénéré, il faut considéré les kets : |n,r) (o™ icir
renvoie l'ordre de dégénérescence de la valeur propre E,, ).

Le Hamiltonien que 1’on va considérer va s’écrire comme la somme du Hamiltonien non-perturbé et
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d’une perturbation :
H=H,+ X\
~~
perturbation

avec A < 1 de sorte que (Y|H ) ~ (1)|Holtp) et H ~ H.

Ce probléme va Itre cherché sous la forme de développement limité
W) = ) + Ay + W)

w o= wO + aw® 4+ Xwe

Hip) = W)

Aprés avoir développé cette expression, on égalise les termes qui ne dépendent pas de A (ordre 0),
ceux qui dépendent de A (ordre 1) et ceux qui dépendent de A\* (ordre 2) :

(i) Holp©) = WOy
(i)  HolW) + Hy[p) = WOy 4 W)

(i) Holb®) + Hi®) = W@y 4 Oy 4 @) g0

4.0.1 Deéveloppement limité a ’ordre zéro

On ne garde que les termes d’ordre 0 des équations précédentes (i).

Cas non-dégénéré

wo = E,
W) = In)
Cas dégénéré
pn
(W) = Cilln, k)
k=1

avec p, 'ordre de dégénérescence

4.0.2 Développement limité a 'ordre un (non-dégénéré)

wo = E,
On ne garde que les termes d’ordre 1 des équations précédentes (i7). On a toujours { 1 (0)>
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(n| x (i) —>

~ .
(n|Ho [0y + (n|Hy [ D) = WO (n|p®) + WD (n|p©)
=1

En tenant compte de I'orthogonalité, ie (n]iy™M) = (p@]p™M) = 0, on trouve finalement :

W = (n|Hiln)

et I'augmentation d’énergie dans le diagramme d’énergie est alors de :

AE =W — WO = \W® = (n|AHy|n).

Pour trouver I'état total |¢), il faut encore trouver |1)™M). Il est donné décomposé sur la base :

WD) = (D) n) +> (k)

k#n

mais (n|yM) =0 car [¢(?) est la meilleure approximation dans la direction |n).

Il ne reste alors qu’a calculer les (k[i)™).

(k| x (i) = A
Ey (k) + (k| Hi|n) = E, (klp™) + WO (k|n)
hny

on en extrait immédiatement

k|H
(fpv) = AL

soit finalement :

k|H
gy = 3 ML .
k#n "

En conclusion :

4.0.3 Développement limité & ’ordre deux (non-dégénéré)
La méthode est identique mais on travaille sur 'équation (4i7).

(n| x (i) =

(n|Hol®) + (n|H,|pM) = E,(n|v®) + WD (n|pMy + WP (n|n)
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Tous calculs faits, on trouve :

w® — Z ( k‘Hl\” \2.

— E, — Ey
Le nouvel écart énergétique est alors :
AE® = w4 A2
_ [(k|H [n)[?
= (n|\Hi|n) + Z BB

k#n

4.0.4 Développement limité a ordre un (dégénéré)

..nergie F,, d’ordre de dégénérescence p,.

On écrit
g cr |n r

Notre but est bien sir de déterminer les coefficients C}/, et I'énergie w,

(n,r| x (i1) =
Z (n r\H1|n ry = Wq(l)C’;fr

En écriture matricielle :

<n,1|ﬁ1|n,1> <n,pn]]:]1]n,l> C;ZJ Cgl
<n71‘ﬁl‘nvpn> <napn’[:[1’n7pn> C(an C;pn

Cy, : coefficients des vecteurs propres

Wq(l) : valeur propre
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4.1 Complément : Théorie des perturbations pour des niveaux
dégénérés

4.1.1 Rappel des équations

Les équations obtenues en théorie des perturbations sont :

Ho ) = wOg©) (4.1)
]2_]0|\1,(1)> + ﬁ1|qj(0)> = WOO)y 4 wopO) '
Ho|o®y + H oWy = wOu®)y 4 w®g®)y 4 @ g) (4.3)

4.2 Positionnement du probléme

On suppose connues les solutions d’un probléme de mécanique quantique donné. En d’autres termes
on connait I’ensemble des états propres |n,r) et des valeurs propres £, d’un hamiltonien H,. Le degré
de dégénérescence d’une énergie F,, est notée p,.

On perturbe Hy d’une quantité "faible" MH, et on souhaite connaitre les nouveaux états propres
0) = [0O) + AW) + 22w )
et valeurs propres
W =wO 4 awl® + \2w®
de H = Hy + \H;.

4.2.1 Résolution

Dans la suite on cherche le vecteur propre de H: |W) correspondant a l’état perturbé de valeur propre
non perturbée F,. L’équation , nous montre que |\II(O)) est vecteur propre de HO ot WO = E,.
Comme ’énergie E, est dégénérée, il y aura p, états perturbés possibles que l'on note \‘Pi%} (o
q € [1:py]) et qui sont des compositions linéaires des états |n,r) :

Pn
W) =Y Ciln,r) (4.4)
r=1

Nous allons maintenant chercher & déterminer les coefficients Cy',. de la décomposition & I'ordre (0)
ainsi que 1’écart d’énergie a 'ordre (1) ( Wq(l) ) de ’état ]\IIS)D Pour cela on multiplie I’équation 1)
a gauche par (n,r| et on obtient :

En<n7 qujg

D) (| H (WO = B (n, r | 0Y + WO (n, 1|00y

) »q

. Aprés simplification, cette expression se réécrit sous la forme :
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q q,r

Pn
Z Covn, r|Hy|n,r'y = WwHen Vr e [1:p, (4.5)
=1
ce qui s’écrit de fagcon matricielle :

<n,1|ﬁ1|n,1> <n,1|ﬁ1|n,pn> C(;L,I CZI
Lo =W
<napn|f{1|n7 1> s <napn|f{1|n7pn> C‘an C‘an

Les coefficients Cp,, et Wq(l) sont donc les coefficients des vecteurs propres et valeurs propres de la

matrice . .
(n,1|Hy|n,1) ... (n,1|Hy|n,pn)

<n7pn|H1|n7 ]-> <n7pn‘]:—]1‘n7pn>

4.3 Perturbation dépendantes du temps

Formulation : & présent, on considére que le hamiltonien de perturbation n’est plus constant dans
le temps :

H = Hy+ Hy(t)

Hyln) = Ey|n)

L’¢tat de la particule a l'instant ¢ est contenu dans le ket |¢(2)).
La probabilité de passer de cet état d’énergie n a un état d’énergie m est pn_m(t) = |(m|(t))]?

Résolution :

Bt
0(0) = X (0w (-5 ) o
Equation de Schr~dinger :

"y (3000 = £ Bn®)) ex (=152 ) 1) = IRACES (-5 o+ i)

inlt) = S0 exp (=i 2P o el

Perturbation :
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On écrit Hy —s AH; avec A < 1 et on cherche sous la forme 7 (t) = 7,({0) (t) + Ay,(fl)(t) + )\27,(5) (1)

Dans le systéme précédent, cela donne :

@) i) = 0

@) 0 = Yoo (<20 i)

(i) b () = ) ATV () exp (—ZLHE’“”) x (k| Hy|n).

i, t=20,]¥(0)) = |¢) donc on doit avoir 7,(0) = d,;. Raison inconnue, il vient :

E —E N
iV (t) = exp <—z(—h’“)t> x (k|Hyli)

pour un état final |f) :

W= [ ew (—@‘—ﬁ) < (|0 i)
) =20 == [ exp (—i—@ ‘th)’f) < (fINLJi)di

et enfin
Py = [flO)P = (@))%

BILAN
Perturbation dépendante du temps :

— H = Hy+ H,(t) avec Hy|n) = E,|n)
— (1)) =Y Am(t)e

ot = [ e (<EZEL) (g

— Py =)
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Application a un cas rectangle :

L’intégrale temporelle se limite de 0 & 7" :
1

T . A~
W) = =5 | el

o ies T2 gin(wT)/2)

o~ l'on a posé hwy = Ey — Ej;. Deés lors :

H,Ji)|?
Pyt <T) = Wg(wfa T)

avec
sin? (w;T'/2)

(wr/2)?

un sinus cardinal qui s’annule tous les 27/T et de valeur maximale 72. On a la relation temps-
énergie : Ey — E; < 2nh/T

g(wf7T> =

Cas rectangle en amplitude mais avec phase oscillante :

. T
7 S ; N\ dwr
w®) =4 [ Aeierar
0
donne . )
Hqli
Pty = W g o
ce qui est équivalent a une simple translation de g. Ici il faut que £y — E; — hw < 2mh/T.
+oo T
Plus généralement / g(w, T)dw2rT et 9(w. T) — 0(w)
e 7l T—x
Excitation dans une bande d’énergie
Ee€|Ef—AJ2,Ef +A)/2]
P = Z P, f(discret) = / P p(Ey) dE;
feE EreE N

densité de modes=dN/dE;(E=Ejy)

Etat du continuum = FE et degré de liberté de direction de I'e™ :

s

PPpan) = 75 [ WAL X 9oy — w0, T)(E)AE, S

2
h* Jea

en notant que p(Ey) peut dépendre de la direction €.
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1 1
Sachant que ﬁg(wf —w,T) =0(wf —w) = 7_i§<Ef — E; — hw), on trouve :
T

t . ds?
d2Pz‘—>[E,d3Q} = %Kf, Ey — E; = hW|H1|Z>|2 x g(wy —w, T)p(E; + m’)dEf%

t A ds?
d*Ppao) = oS By = Ej|Hi|i)* % g(wy — w, T)p(Ei)dEi

—iI't

Durée de ve de l'état excité de la forme 1;(f) =1 —e " " et on identifie

=

27 N
— I By = Ei|Hy|i)” < p(Ey)

Les trois relations précédentes portent le mime nom de régle d’or de Fermi.
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Chapitre 5

Reégle de sélection

But : déterminer (f|H|i)

W= —ﬁB moment magnétique et champ B
H, = —D.E avec E = Eye™te et D= —ef
H, = —eE,e™'ie

<n2» l27 m2|ﬁl|n17 l17 m1>

re = z = rcosf
Base de polarisation { #.& = z4+iy = 7rsinfe’
P& = x—iy = rsinfe ™
z — 1Y 0( =1,m=0)
0+(cm“cdr02te) — rYl < ) ) (l=1,m=1)
o_(circgauche) — rYy _4( (l =1,m=-1)
<n27l2>m2|H1|n17l17m1 // l2 m2 }q,m(ea ¢)Y21,m1 (67¢)
singc,wdqi)

|1, b, my, 1,m) |n1,l1,m1> (atome) tensoriel |1, m) (lumiére)

Vi (0, 8) Vi, (0,0) =Y Ot Vi (0,0) avec I € [lh — 1,1, 1y + 1] et mg € [=1s, ..., ],
Donc nécessairement ly = I3 et mgy = mg car Y (harmoniques sphériques) sont orthonormées
Conclusion Iy =11 £ 1,11 et mg =mq,m; £ 1

Structure fine |n,l, s, J,;m;) Al = +1 (pasle 0!), AJ =+1,0 et Amy; = +1,0

Structure hyperfine |n,l,s, J, I, F,mp) Al = £1 (pasle 0!), AJ = £1,0, AF = +1,0 et
Amp = +1,0
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5.1 Complément : Régles de sélection

5.1.1 Objectif

Dans le cours 5, nous avons vu que la régle d’or de Fermi qui donne la probabilité de transition
de i vers f lorsque le systéme est perturbé par un hamiltonien Hi est proportionnel a I’élément de
matrice (f |I;T1|z) Si cet élément est nul, I'état f ne pourra pas étre peuplé par l'interaction. Dans ce
complément, nous allons chercher a déterminer les états f pour lesquels cet élément est non nul lorsque
I’on soumet un atome a un champ laser.

5.2 Résolution

Le couplage entre I'atome et le champ prend la forme d’un couplage dipolaire électrique H =-DE
avec E = Fye™'&le champ laser de polarisation €'et D = —ef le moment dipolaire électrique de I'atome
(Voir par exemple Mécanique Quantique de Claude Cohen Tannoudji P 1297) . On obtient alors

~

H1 = —eEOeWtf'.é'

Nous traitons en premier lieu le couplage entre degrés de liberté externes et 1’on néglige le role des
interactions avec les degré de liberté interne de 'atome. En d’autre terme on néglige la structure fine
et hyperfine. Les états sont alors caractérisés par 3 nombres quantiques n, [ et m. Nous cherchons alors

< 4 . o1, . l A~
a déterminer 1’élément de matrice : Hlf’:rzf = (ng, ly, ma|Hy|n1, 11, m1)

Pour traiter ce probléme nous allons considérer la base de polarisation (linéaire, circulaire gauche
et circulaire droite). En utilisant cette base de polarisation, on obtient :

r.& z = rcosf = 1Y10(6,9)(=1, m=0) Linéaire
t.8 = z+iy = rsinfe’® = rY;,(0,0)(1=1, m=1) Circulaire droite
t.8 = z—iy = rsinfe ™ = 1Y, _1(0,¢)(=1, m=-1) Circulaire gauche

En utilisant cette expression de r.€, on a

Hzlf,’fn”f = // 1y ma (0, 0) Y1 (0, 0) Y1, i, (0, ¢)sin OdOd¢ x / R;;fm;(r) ;ﬁml(fr)r?»dr

et on pose [ = //Y};m(@, &) Y1.m (0, 0)Y, m, (0, @)sin 0dOde

Cette expression de [ fait intervenir le produit Y3 ,,, (0, #)Y1, m, (6, ¢) qui n’est autre que la composante
angulaire de la fonction d’onde de 'état découplé : |1, m)1umire @ |11, M1 ) atome = |1, M, 11, m1).

Nous avons vu au cours 3 qu’il existe 2 bases équivalentes pour décrire deux moments cinétiques ou
autrement dit 2 ECOC équivalents. L'ECOC découplé {J?, jLz, j22, j2,z} ayant pour base |ly, mq, la, ma)
et VECOC couplé {J2,J2,J2,J.} ayant pour base |l1,ly, my, my) avec | € [|ly — lo|,..., I + Iy] et
mg = my + mg € [—1,...,l]. En décomposant I'état |l;,mq,ly, my) dans la base |l1,ly, m1, ms), on
obtient :
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Vi (0, 0)Yim, (0,0) =Y CE | Vi, ny(0,0) avee Is € [l — 1,1, 1y + 1] et mg € [~ls, .., 5]
et
I=Y cymo // Vi 11 (0, 0)Yiy iy (0, ¢)sin 0d0d e

Comme les harmoniques sphériques sont orthonormées, on obtient Iy = I3 et my = ms.

On a donc lQ :llil,ll et mo :ml,mlil.

Nous allons maintenant démontrer que le couplage l; = Il est nul. On suppose l; = [5. Trois cas

me = my et m=0 (i)
peuvent se rencontrer : ¢ my = my+letm=1 (i)
me = my—letm=—1 (i)

Sur la figure ci-dessus sont représentés des fonctions importantes pour notre démonstration. Par abus
de language, on appellera une fonction "paire" si elle est symétrique par rapport a 7/2 et "impaire"
si elle est anti-symétrique. Avec ce langage, la fonction sin(6) est donc paire. Les opérateurs montant
et descendant s’écrivent

o y a 8
+i¢ ;
Ly = —he (i—e + i cot(0) )

. Ils changent donc la parité en 6 des fonctions sur lesquels ils sont appliqués.

(i) }/170(67 QD) = COS(Q) : impaire et Y21,ml (97 90) = Y22,m2 (07 90)‘
La fonction Y, . .¥10.Y}, m, (0, ) est donc impaire et I'intégral I est nulle

(if) Y1,1(6, ) = sin(8)e : paire et Yiymy—my+1(6,9) 0 L Yi, iy (6, 0)-
La fonction Y, . .¥1 1.}, m, (0, ) est donc impaire et I'intégral I est nulle

(iii) Y1._1(0, @) = sin(f)e™ : paire et Y, my—m;—1(0, ) X L_Yi, m, (0, ¢).
La fonction Y}, | .Y1 1.Y}, m, (6, ¢) est donc impaire et l'intégral I est nulle.
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5.3 Reésultats

La condition de couplage atome-champ est donc :

Al = =1 . .
pour le moment cinétique orbital.
Am = =+1,0

La structure fine est caractérisé par le moment cinétique total de 1’électron J = L+S. L’excursion
finie pour [ se traduit par une excursion finie pour J :

Al = +1
AJ = =£1,0
Am; = 41,0

La structure hyperfine est caractérisé par le moment cinétique total de l'atome F=J+1
L’excursion finie pour I se traduit par une excursion finie pour F :

Al = 41
AJ = +1,0
AF = +1,0
Amp = =+1,0

42



Chapitre 6

Ensemble de systémes a deux niveaux ouverts

6.1 Evolution de I’état atomique

Systéme & deux niveaux Fy = 0 de vecteur propre |a) et E; = hwy de vecteur propre |b).

0 O
0 hwo

L’Hamiltonien d’interaction est impair (proportionnel & r qui est impair) donc on a ici :

<a|ﬁl|a> =0= Waa = Wbb-

= i+ 11 o 1310:< )et i — _DE— —cib.

De plus A
Wba = <b‘H[’&> = th

avec ()1 o« Ey la fréquence de Rabi.

Finalement ( )
N 0 Q1 cos(wot +
H=h (Q1 cos(wot + ) wo

et E = Eqcos(wt + ¢)

Solution |¢) = 7, (t)]a) +75(t)e °*|b) 0™ le terme en exponentiel complexe vient de I'évolution libre.

Schr~dinger ihd,|¢) = H|¢) donne

. Q eiw t(w—w Q € —1(w+w
i0va(l) = —12 !0ty (1) 12 (eollay(t)
. Q eiiw —t(w—w Q eiSD i(ww
i0m(t) = —5—e i) —y el (1)

Pour démontrer le résultat suivant (a faire en exercice...), poser 7,(t) = 946/ et v, (t) = J,e 4>

qui donne de nouvelles équations. Solution stationnaire ...
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Q Q .
\%(t) = _2.51 sin (5(75 _ to)) oi9t/2
ot Q= /3 + 52
Probabilité :
2 07 YA
P, p(to,t) = |w(t)]” = T sin E(t —t) ).
0

Conclusion ? Oscillation et amplitude maximale = ————.
P 05+ Q2

Probabilité de survie dans 'état |b) : e~ F¢=0)

6.2 Effet de ’atome sur le champ

Existence de E : change I'atome d’état et que cela induit-il sur E?

...lectromagnétisme AE — C—28t2E = @&?P avec P = ¢y xE polarisation du milieu.

Sans non-linéarité on a : )

wn
AE(w,) + (1 +xW) 5 B(w,) =0.
Mais que vaut x* ? (Vest notre objectif. D’abord

PY = (D) = P,¥ = (D,).

On a : (D,)
létat |a).

(Y| Do) avec [¢) = va(t)]a) + y5(t)e"™0!|b) pour un atome qui arrive & t, dans

(D,) = (a| — ez|b) yiywe ™" + cc
=d,

t
Py — / Nadty  (Da)(to, £)e TP10)
o N——

nb d’atomes a tg

Ay d0+il'p

_ et VT D —i(wttp)
I'p 2 xQ%+52+1% e

PV =

h$)y = —d,E, Nombre d’atomes N

— qui arrivent en dt : A,dt
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— qui partent en dt : NI'pdt

A
it N ==,
soi T,
Conclusion NP T . .
= —_¢_0 —i(wt+p) — T i(wtte)
_“//h52+Q%+F%26 +CC—50X2€ +cc
/ a? d
= nNn——-——
YT RT, 1
p_ Ip
X =N_2rm g5
X/ X//
x=x+ix"ete=eo(l+x) et n =1+ 4is-

E(2) = E(z = 0)et*® = E(z = 0) gIHX/Dwz/e gxwz/2¢
——— ——

déphasage attéunation

N d* 6 +il'p

Régime de faible intensité : O < I'p, xo = ——
eglme de raible imtensite 1 Dy Xo V&OHFQD—F(SZ

X0 ovec s = L
1+s % + 42

Régime de forte intensité : Q; > I'p, x =

45



	Rappel de Mécanique Quantique
	Modèle du corps noir
	Catastrophe ultraviolette
	Hypothèse de Planck
	Dualité ondes-corpuscules
	Interférences des ondes de matières

	Formalisme de la mécanique quantique
	Fonctions d'ondes
	Observables et opérateurs
	Commutation des observables

	Mesures
	Généralités
	Espace de Hilbert

	Complément : Commutation des observables
	Lien entre les degrés de liberté
	Espaces propres
	Évolution


	Atome d'hydrogène
	Description du système
	Moment cinétique
	Retour sur le moment cinétique orbital
	Partie radiale de l'atome d'hydrogène

	Complément CM2: L'atome d'hydrogène

	Rôle du Spin de l'électron
	Existence d'un spin
	Interaction spin-orbite
	Structure fine de l'atome
	Structure hyperfine de l'atome

	Complément : Somme de moments cinétiques
	Contexte
	Résultat

	Complément : Structure hyperfine
	Structure Hyperfine de l'Hydrogène


	Méthode d'approximation
	Développement limité à l'ordre zéro
	Développement limité à l'ordre un (non-dégénéré)
	Développement limité à l'ordre deux (non-dégénéré)
	Développement limité à l'ordre un (dégénéré)

	Complément : Théorie des perturbations pour des niveaux dégénérés
	Rappel des équations

	Positionnement du problème
	Résolution

	Perturbation dépendantes du temps

	Règle de sélection
	Complément : Règles de sélection
	Objectif

	Résolution
	Résultats

	Ensemble de systèmes à deux niveaux ouverts 
	Evolution de l'état atomique
	Effet de l'atome sur le champ


