Université Paris-Saclay OLMA201 Examen Final 20 Décembre 2023

Les réponses aux questions doivent étre précisément justifiées. Les documents et calculatrices
sont interdits, les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Bareme indicatif; 204+3=44+8-+8+43.

Durée 2 heures

Exercice 1. [Questions de cours] (4 pts)

1.

2.

3.

4.

n2

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) | =

(="

n

Soit Y >, u,z™ une série entiere de rayon de convergence R = 1. > uy, est-elle

nécessairement convergente?

Calculer les deux dérivées partielles de f(z,y) = sin(1 — 2% + y?).

La fonction f(z,t) = 2@ tHE o (x,t) # (0,0), et f(0,0) =1, est-elle continue en (0,0) 7

T2 t2

Exercice 2. [Calcul d’Euler] (8 pts)
Introduction: Fuler dans ses eﬁorts pour résoudre le probleme de Basel a voulu "accélérer” la

convergence de la série S

el n2 Son objectif a été didentifier sa valeur numérique.

Considérons la série entiere S(z) =3 -, .

1.

2.

Justifier que S(z) est une fonction de classe C* sur | — 1, 1].

Montrer que pour tout z €] — 1, 1],

+oo  n
zS'(x) = A —In(1 —2)
n=1 n
, . “+o00
En déduire que In2 = ) " n%

. Montrer que S(z) est continue sur [0, 1].

On considere la fonction g définie sur I'intervalle |0, 1[ par
g(z) =In(z)In(l —2) 4+ S —x) + S(z).

Montrer que lim, o+ g(z) = S(1).

. En calculant la dérivée de g pour tout x €]0, 1], montrer que g est une fonction constante

égale a S(1) pour tout = € [0, 1].

. En calculant g(1) montrer que

< 1 S T -
ZEZ<Z@> +22n22n~

n=1 n=1

Exercice 3. [Intégrale a paramétre] (8pts)

On considere la fonction F'(z fo Sass| n(t+1)dt. On s’intéresse a la valeur F(z) proche
de 0 et a I’étude de la fonctlon F

1+t
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1. Montrer que F est bien définie et continue sur R. Montrer que F' est positive et calculer
F(0). Indication: on peut faire le changement de variable s = In(1 +t).

2. Montrer que F' est dérivable sur R et exprimer F”(x) sous forme d’une intégrale a parametre
(formuler précisément le théoreme du cours qu’on utilisera). En déduire que F' est crois-
sante sur R.

3. L’approximation du premier ordre de F'(x) en 0 est: F(0) + 2F”(0). L’expliciter.

4. En intégrant par parties, montrer que pour tout z € R, 2F"(z) = €**In2 — fol e(ttfl)x dt

e(t+1)z

t dt<6—e

5. Montrer que pour tout z > 0, 0 < fo

6. En déduire, un encadrement de zF'(x). Calculer lim,_, ., xe 2*F'(x).

Partie Bonus (3pts)
7. Calculer lim, 1o e *F(z) et lim,_, e_QzF(m).

8. Montrer que F(x) est équivalent & In2 [, < € ds en +o0.



