
1.  Ecoulement de démarrage (d’une plaque) 
 
 
 
 
 
 

 - fluide en  y > 0 au repos à t < 0 
Hyp :  - plaque plane en y = 0 immobile (U = 0) à t < 0 

     puis mobile (U = cte ≠ 0) à t ≥ 0 
-  écoulement 2D (x,y) 

Compte-tenu de la géométrie, cherchons une solution possible d’écoulement parallèle 
instationnaire de la forme  

u
ux (y, t)
uy = 0
⎧
⎨
⎩

Question : quel est l’écoulement à t > 0 ? 

L’écoulement est ici induit par le mouvement de la plaque,  
pas par la gravité ni par un gradient de pression 

Solutions instationnaires

Mise en mouvement d’une plaque



L’équation de Navier-Stokes suivant x 
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se réduit à 

où     est le coefficient de viscosité cinématique 
   (en m2/s) 

ν =
η
ρ

Avant de résoudre cette équation, on peut estimer l’ordre de grandeur de chacun des termes   
U
t
=ν

U
δ 2

où δ est l’épaisseur caractéristique sur laquelle varie 
la vitesse, appelée couche limite 

On en déduit que  δ 2 =νt

δ = νt( )1/2

Dans ce problème instationnaire, on s’attend donc à ce 
que l’épaisseur de couche limite augmente en temps et 
soit plus importante pour un fluide de viscosité 
cinématique plus forte 

eau air

ρ (kg/m3) 1000 1,29

η 
(Pa.s)

10–3 1,85 10–5

ν 
(m2/s)

10–6 1,4 10–5
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Cette équation est identique à l’équation de diffusion de la chaleur  
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L’éq. (1) est invariante par transformation  y –> αy , t –> α2t 
On peut donc chercher une solution ux= f(ξ) avec ξ = y/(νt)1/2 
L’éq. (1) s’écrit alors 
 
 
 
La solution est  
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ʹ ́ f (ξ) +
1
2
ξ ʹ f (ξ) = 0 avec CL : f(0)=U 

 f(+∞) = 0 

Résolvons maintenant l’équation  

avec C.I. :  ux(y,t=0) = 0   pour tout y > 0 
        C.L. : ux(y =0, t) = U pour tout t > 0 

     ux(y=+∞,t) = 0 pour tout t > 0 
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ux (ξ) =U 1− erf(ξ /2)[ ]  avec erf(x) =
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0
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∫
δ = (νt)1/2 épaisseur 

 de couche limite 
ux= f(y,t)  



Spin-up 

ν = 10 cSt ν = 100 cSt ν = 10 000 cSt 

Démarrage d’une plaque plane 

δ = (νt)1/2  
épaisseur de couche limite 



Quelle est la contrainte tangentielle sur la plaque ? 
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Avant de la calculer précisément, on peut rapidement estimer son ordre de grandeur : 
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avec δ = (νt)1/2 épaisseur de couche limite 

σ xy y=0
~η U

νt( )1/2

σ xy y=0
~ ρ1/2η1/2Ut−1/2 Cette contrainte décroît au cours du temps 



La contrainte tangentielle sur la plaque est précisément 
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ECOULEMENTS A TRES FAIBLE NOMBRE DE REYNOLDS

REGIME DE STOKES

L’équation de Navier-Stokes écrite précédemment sous forme adimensionnée  

€ 

0 = −∇p +ηΔu équation de Stokes 

2.2 Les écoulements visqueux (Re << 1) 

∂ !u
∂ !t

+ ( !u. !∇) !u = − !∇!p+ 1
Re

Δ !u

se réduit pour des écoulements à petits nombres de Reynolds (Re << 1) alors 
approximativement à : 

car la pression ne doit pas être ici adimensionnée par ρU2 mais par ηU/L  

Propriétés de l’équation de Stokes (linéaire) et conséquences : 
 - unicité de solution 
 - réversibilité hydrodynamique 
 - symétrie de l’écoulement autour de corps symétriques 
 - modes de propulsion 

L’équation de Navier-Stokes écrite précédemment sous forme adimensionnée  

€ 

0 = −∇p +ηΔu équation de Stokes 

2.2 Les écoulements visqueux (Re << 1) 

∂ !u
∂ !t

+ ( !u. !∇) !u = − !∇!p+ 1
Re

Δ !u

se réduit pour des écoulements à petits nombres de Reynolds (Re << 1) alors 
approximativement à : 

car la pression ne doit pas être ici adimensionnée par ρU2 mais par ηU/L  

Propriétés de l’équation de Stokes (linéaire) et conséquences : 
 - unicité de solution 
 - réversibilité hydrodynamique 
 - symétrie de l’écoulement autour de corps symétriques 
 - modes de propulsion 

There is a very funny thing about
motion at low Reynolds number,
which is the following. One special
kind of swimming motion is what I
cal a reciprocal motion. That is to
say, I change my body into a certain
shape and then I go back to the
original shape by going through the
sequence in reverse. At low Reynolds
number, everything reverses just fine.
Time, in fact, makes no difference---
only configuration. If I change quickly
or slowly, the pattern of motion is
exactly the same. If you take the
Navier-Stokes equation and throw
away the inertia terms, all you have
left is \nabla^2 v = p/ \eta, where p is

the pressure (Fig. 6). So, if the animal tries to swim by a reciprocal motion, it can't go
anywhere. Fast or slow, it exactly retraces its trajectory and it's back where it started. A
good example of that is a scallop. You know, a scallop opens its shell slowly and closes
its shell fast, squirting out water. The moral of this is that the scallop at low Reynolds

number is no good. It can't swim because it only has
one hinge, and if you have only one degree of freedom
in configuration space, you are bound to make a
reciprocal motion. There is nothing else you can do. The
simplest animal that can swim that way is an animal two
hinges. I don't know whether one exists but Fig. 7
shows a hypothetical one. This animal is like a boat with
a rudder at both front and back, and nothing else. This
animal can swim. All it has to do is go through the
sequence to configurations shown, returning to the

original one at S_5. Its configuration space, of course, is two dimensional with
coordinates \theta_1, \theta_2. The animal is going around a loop in that configuration
space, and that enables it to swim. In fact, I worked this one out just for fun and you
can prove from symmetry that it goes along the direction shown in the figure. As an
exercise for the student, what is it that distinguishes that direction?





Re << 1 Re >> 1 

Mélange 

café, thé peinture 



A Re << 1, la force de traînée (et aussi portance) sur un objet de taille L est 
      en régime stationnaire  

CD =
FD

1
2
ρU 2S

=
3πηUD
π
8
ρU 2D2

=
24
Re

F~ ηLU

FD = 6πηRU pour une sphère (Stokes, 1880) 

FD =16πηRU pour un disque (Sampson, 1891) 

Le coefficient de traînée défini en régime inertiel (Re >> 1) n’est pas pertinent en régime 
visqueux  (Re << 1) 
 
Pour une sphère 
 
 
 
 
 
pour Re << 1 

Le coefficient numérique en préfacteur peut être 
calculé analytiquement pour des formes simples : 



L’écoulement de Poiseuille plan est-il stable ? 
Il est linéairement stable théoriquement jusqu’à Rec = 5772, expérimentalement jusqu’à  
Rec ≈ 3000 (sans précautions particulières) voire 5500 (avec de grandes précautions)  
Il est non linéairement instable à partir Rec ≈ 2900 

Ecoulement en tube cylindrique  
(cf TD 5) 

L’écoulement de Poiseuille cylindrique est-il stable ? 
linéairement stable théoriquement jusqu’à Re = +∞, expérimentalement jusqu’à Re ≈ 2600 
(sans précautions particulières) ou même 105 (avec des très grandes précautions) ! 
non linéairement instable à  Re ≈ 2600 (cas tube)  

x

R ux(r)

Re

A

stable  instable  

5772  2900  

bifurcation sous-critique 

r



Osborne Reynolds (1883, Manchester) 

Ecoulement en tube 
Transition laminaire-turbulent 



Transition laminaire-turbulent en tube



deux disques parallèles 
l’un fixe, l’autre en rotation. 

Très simple mais avec 
l’inconvénient que le taux de 

cisaillement dépend de r 

deux cylindres 
concentriques, le cylindre 

intérieur tournant, 
l’extérieur fixe 

(cf TD 5) 

Viscosimètres (ou rhéomètres) de Couette 

Rhéomètres 
à vitesse imposée  

 (mesure du couple) 
à contrainte imposée 

 (mesure de vitesse) 
 

un cône en rotation au-dessus 
d’un disque fixe. 

L’avantage est que le taux de 
cisaillement ne dépend pas de r. 
Un autre avantage est la faible 

quantité de liquide à utiliser 



Stabilité de l’écoulement parallèle uθ(r) de Couette cylindrique ? 
 
Linéairement stable jusqu’à    pour R2/R1 ≈ 1 (faible gap) 
 
L’écoulement n’est ensuite plus parallèle mais se déstabilise pour prendre la forme de  
 
rouleaux contrarotatifs stationnaires 
(instabilité de Taylor-Couette) 
 
 
puis oscillants 
 
� 
avant la turbulence (H. Sweeney & J. Gollub 1975) 
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⎪

Rec

stable instable 
Instabilité de Taylor-Couette 

 par bifurcation super-critique 
(1923) 

rouleaux deTaylor-Couette 

G. I. Taylor 
1886-1975 



Stabilité de l’écoulement de Couette plan ? 
Linéairement stable jusqu’à Re = +∞ (résultat issu d’une analyse de stabilité linéaire 

            avec perturbation de 
       vitesse A infiniment petite  

Et non-linéairement  (A non infiniment petit) ? 

F. Daviaud, O. Dauchot, S. Bottin, 
P. Manneville (CEA Saclay) 
1990-2000
R. Monchaud et al. (ENSTA) 
2010-2020

Re ~ 325 

Transition vers la turbulence par intermittence spatio-temporelle  

Expériences 

u = u0 + Acos(kx −wt)



Transition vers la turbulence par spots turbulents  P. Manneville (Ladhyx) 2007 
Barkley &  Tuckerman (LIMSI-PMMH) 2007 
Y. Duguet (LIMSI) 2015-2020 

Simulations numériques 
(Re = 250) 



Couche Limite

2.  Ecoulements de couches limites 

2.1. Introduction historique 

Chapitre X � Ecoulements quasi parallèles 
  (faiblement non parallèles) 

(suite) 

Le concept de couche limite date d’une centaine d’années (début du 20ème siècle) 
et a constitué un élément clé dans le développement de l’aéronautique, avec la 
compréhension de phénomènes subtils, qui apparaissaient incompréhensibles à 
l’époque, comme la crise de traînée appelée “the Eiffel paradox” 

L Prandtl

CD =
24
Re

?

Que se passe-t-il entre Re = 2 x 105 et 3 x 105 ?  

La crise de traînée ou “the Eiffel paradox” 



Le 13 août 1912, courrier de Gustave Eiffel à un de ses collaborateurs :
« Mon cher Rith, j'ai reçu votre lettre du 12. Les résultats pour la sphère de 24,4 cm avec les 
vitesses de 6 à 10 m/s sont plus que bizarres et des expériences aussi discordantes ne peuvent 
être bonnes. Elles ont besoin d'être refaites. Achetez une nouvelle sphère de 15 à 18 cm. »

Dispositif de mesure de la traînée de la sphère 
par son recul dans la soufflerie d'Eiffel



Note du 30 décembre 1912 présentée par Gustave Eiffel à l'Académie des Sciences : 
« Le principal laboratoire aérodynamique allemand, celui de Göttingen, a attribué à ce 
coefficient une valeur deux fois et demie plus forte. Il a, du reste, publié que celui que 
j'avais donné moi-même était une erreur manifeste de ma part et ne pouvait qu'être le 
résultat d'une faute de calcul. »
« Nous ferons remarquer que le capitaine Costanzi, de la Brigada Specialisti, à Rome, a 
constaté la même diminution brusque de K [Cx] avec des sphères immergées dans l'eau »

Eiffel en 1914 : « Lord Rayleigh, l'éminent directeur du National Physical Laboratory, a 
adressé une note à l'Académie des Sciences le 13 janvier 1913 dans laquelle il a fait 
remarquer que les produits Uc de la vitesse critique par le diamètre de la sphère sont à peu 
près constants. » 

Cette remarque de Rayleigh est sans doute la 
première application du concept de nombre de 
Reynolds…

La crise de traînée est souvent dénommée 
« Eiffel paradox » dans les pays anglophones.

John William Strut
Lord Rayleigh
(1842-1919)

physicien anglais
prix Nobel de physique 1904



 Re ≈ 2 x 105 Re ≈ 3 x 105 

Cette brusque diminution du coefficient de traînée et donc de la force de traînée, appelée 
“crise de traînée” est due à un changement du champ de vitesse autour de la sphère. 
La couche limite (boundary layer en anglais), très mince zone proche de la sphère de 
transition entre la vitesse sur la sphère et la vitesse loin de la sphère, se modifie pour passer 
d’un régime laminaire à un régime turbulent et décolle plus en aval : le sillage en aval de la 
sphère est alors plus étroit, ce qui entraîne une réduction de force de traînée. 

La crise de traînée 



La crise de traînée 

Re ≈ 2 x 105 

Re ≈ 3 x 105 



Heinrich Blasius, un des premiers élèves de Prandtl, propose en 1908 un mode de calcul de la 
couche limite laminaire aboutissant à une équation différentielle (équation de Blasius) qu’on 
peut résoudre numérique pour trouver le profil de vitesse (profil de Blasius).

En 1912, L. Prandtl explique la crise de traînée de la sphère quantifiée par G. Eiffel en 
l’attribuant à la transition de la couche limite depuis un état laminaire jusqu’à un état turbulent.

Le concept de couche limite fut présenté par Ludwig Prandtl en août 1904
à l’occasion du 3e congrès international des mathématiciens d’Heidelberg.
A partir des équations complètes de Navier-Stokes, il propose des équations simplifiées pour la couche limite, 
appelées maintenant équations de Prandl, en utilisant des approximations pertinentes pour négliger certains 
termes des équations de Navier-Stokes

Ludwig Prandl
Ingénieur et physicien 
allemand (1875-1953)  

Ludwig Prandl en 1904 devant son canal 
hydraulique de visualisation d’écoulements  Heinrich Blasius

Ingénieur et professeur 
allemand (1883-1970)  



2.2  Epaisseur de couches limites 

Ecoulement de démarrage au voisinage d’une plaque plane 

Nous avons abordé la notion de couche limite dans plusieurs configurations 

δ = (νt)1/2  
épaisseur de couche limite 

τ =
b2

ν

t < τ  t > τ  

Temps d’établissement de l’écoulement de Couette entre deux plans 



Longueur d’établissement de l’écoulement à l’entrée d’une conduite 

δ = νt( )1/2 x =Ut δ =
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bEcoulement établi à x = Le où δ = b/2 : 



Ici encore, la couche limite croît comme x1/2 

Cette couche limite est d’autant plus fine que U est grand et ν faible 

Ecoulement stationnaire à l’abord d’une plaque plane 
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Lorsque Rex est grand, l’épaisseur de la couche limite est faible devant la longueur L de 
la plaque.  Cette particularité, va permettre de simplifier les équations de NS, en 
aboutissant à l’équation de Prandl pour trouver le profil de vitesse caractéristique de la 
couche limite (profil de Blasius) 

diffusion visqueuse      et      advection 



2.2  Equation de Prandl 

δ(x) << x si Rex >> 1 

Considérons un écoulement 2C2D stationnaire  
 
caractérisé par une vitesse typique U suivant x en amont d’une plaque plane suivant x 
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Il y donc dans cet écoulement 2 échelle de longueurs : x et δ(x) 
et par conséquent (par conservation de la masse) 2 échelles de vitesse : 
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On a vu que  

d’où En ordre de grandeur 
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Les équations de Navier-Stokes s’écrivent pour un écoulement 2C2D stationnaire  

se simplifie alors dans la couche limite (y < δ) : 
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La pression dans la couche limite est la même que dans l’écoulement extérieur. A noter 
qu’on comprend donc ici pourquoi le tube de Pitot fonctionne pour les fluides non parfaits 

Equations de Prandtl



1
2
ρUext

2 + p = cte

A l’intérieur de la couche limite, le terme visqueux domine, tandis qu’à l’extérieur de la 
couche limite, ce sont les termes inertiels qui dominent. 
A l’extérieur de la couche limite, l’écoulement peut donc être considéré comme celui d’un 
fluide parfait satisfaisant à la relation de Bernoulli : 
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L’ équation de Navier-Stokes suivant x s’écrit alors dans la couche limite : 

équation de Prandl (1904) 
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- Ecoulements de fluides non-newtoniens 
- Ecoulements de fluides compressibles 
- Instabilités d’écoulements 
- Turbulence 

Pour en savoir plus sur 

à suivre en 

- M1 Mécanique des Fluides 
- M2 Dynamique des Fluides et Energétique 


