Solutions instationnaires
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- fluilde en y>0aureposat <0
Hyp: - plaque plane en y = 0 immobile (U=0)ar<0
puis mobile (U=cte £#0)ar>0
- ecoulement 2D (x,y)

Question : quel est I’¢coulement a > 0 ?

Compte-tenu de la gecometrie, cherchons une solution possible d’¢coulement parallele

instationnaire de la forme u_(y,1)

kuy=0

U

[’e¢coulement est 1c1 induit par le mouvement de la plaque,
pas par la gravit¢ n1 par un gradient de pression



[’équation de Navier-Stokes suivant x VA

SO __dp Py % MX(Yf) L
ot éx é’yz i} QTSI I TIITITIITITITTI T T 7T
X
se reduit a [/ >
2
o, = v J ”2x (1) ouv = n est le coefficient de viscosité cinématique
ot Jy P (en m?%/s)

Avant de résoudre cette équation, on peut estimer I’ordre de grandeur de chacun des termes

U U

Y v ou O est I’épaisseur caractéristique sur laquelle varie
t 52 la vitesse, appelee couche limite

On en deduit que 5% = vt
S = (Vt)l/z

Dans ce probleme instationnaire, on s’attend donc a ce
que 1’¢paisseur de couche limite augmente en temps et

solt plus importante pour un fluide de viscosite
cinematique plus forte
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Résolvons maintenant 1’ équation
9 u (y,r) ?
u, dzux —zzzzzzzzzzz)zzzzzzzzzzzzzz—>
=V—/—> (1) X
ot Jy = >

avec C.I.: u (,=0)=0 pour touty >0
C.L.:u(y=0,¢) = Upourtout >0
u (y=4o0,t) = 0 pour tout # > 0
L o or  9°T
Cette equation est identique a 1’équation de diffusion de la chaleur — =K P
l <

L’éq. (1) est invariante par transformation y —> ay , t —> ot
On peut donc chercher une solution u = (&) avec &= y/(vf)!?
L’¢éq. (1) s’ecrit alors

F(E) + l?g'f'(g) =0 avec CL : (0)=U
2 f(+0)=0

La solution est | u (&) = U[1-erf(§/2)]|avec erf(x) = % f e dy
T o

y A & = fiv.f) o = (vi)V? épaisseur

09 | de couche limite

> [ ] X




Démarrage d’une plaque plane

5 "-\\ 6= (vi)12
(i epaisseur de couche limite

Spin-up

v =10 cSt v =100 ¢St v =10 000 cSt



Quelle est la contrainte tangentielle sur la plaque ?

t
ﬁux\ -

O 0 (7)
0y /y= |

xy|y=0 =1

Moving Plate

Avant de la calculer precisement, on peut rapidement estimer son ordre de grandeur :

U
Oyl ~m— — (V)12 épai -
Xy |y—0 Y| S avec 0= (vt)'* épaisseur de couche limite
o, ~n—=
XY |y 1/2
=0 ()
112, 1/2y 7,—1/2 | -
o xy|y=o ~p Ut Cette contrainte decroit au cours du temps



La contrainte tangentielle sur la plaque est précisement

/é)ux \ *
O —
x)"y=() 77\ 07}’ /y=0
(Ju, JE
ny‘ =1 avec
= \ 0’)§ é)y)y=0
1 u, ou 2U _g2
O =1 avec L = e
ol,- (ve)" ( 5 )y= Z I
> ‘ o 1 2U
XY 1y=0 N (vt)1/2 T
2 _ .
ny‘y_o = NE ,01/ 2771/ U2 Cette contrainte décroit au cours du temps



ECOULEMENTS A TRES FAIBLE NOMBRE DE REYNOLDS

REGIME DE STOKES Propriétés de 1’équation de Stokes (linéaire) et conséquences :
- unicite de solution

- réversibilite hydrodynamique
- symetrie de 1’écoulement autour de corps symetriques
- modes de propulsion

0=-Vp+nAu cquation de Stokes

Navier - Stoges :

op g v 3 o

/F 68((!:

Time doesnt matter. The pattern of

motion 1 the 3ame whether rhow o Fart
whether forward or backward in 9me.

The 564&//0;; Theorem

Figure 6 @
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A Re <<, la force de train¢e (et aussi portance) sur un objet de taille L est F~ nLU
en regime stationnaire

Le coefficient numérique en préfacteur peut etre

calcul¢ analytiquement pour ¢

Fp =6anRU pour une sp.

es formes simples :

nere (Stokes, 1880)

Fp =16aMmRU pour un disque (Sampson, 1891)

Le coefficient de train¢e défini en régime 1nertiel (Re >> 1) n’est pas pertinent en régime

visqueux (Re <<1)
Pour une sphere

F 3anUD

2 3

pour Re << 1

—,oUzS E,OUZD2

_24
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>
o

Coefficient de trainée en fonction du nombre de Reynolds — Sphere lisse
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[’¢coulement de Poiseuille plan est-1l stable ?
[1 est lin€airement stable théoriquement jusqu’a Re_ = 5772, experimentalement jusqu’a

Re_. = 3000 (sans precautions particulieres) voire 5500 (avec de grandes précautions)
[1 est non lin€airement instable a partir Re_ = 2900

A

J-—-
-

bifurcation sous-critique
stable . instable

2900 5772 Re

Ecoulement en tube cylindrique

(cf TD 5) RT / \ \’\)ux(r) \
\/ — )

L’¢coulement de Poiseuille cylindrique est-1l stable ?
lincairement stable theoriquement jusqu’a Re = +oo, experimentalement jusqu’a Re = 2600

(sans précautions particuliéres) ou méme 10° (avec des trés grandes précautions) !
non lin¢airement 1nstable a Re = 2600 (cas tube)




Ecoulement en tube s ——

Transition laminaire-turbulent =
IR A dal al. | b Y

e demt ol | 1)

Osborne Reynolds (1883, Manchester)




Transition laminaire-turbulent en tube

Laminar Turbulent

Transition




Viscosimetres (ou rhéometres) de Couette 9,

Ll
2 2 ==
] > | > |
i
i
i
— == 5
—
i
Couette plan Cone-plan Couette cylindrique
deux disques paralleles un cone en rotation au-dessus deux cylindres
I’un fixe, I’autre en rotation. d’un disque fixe. concentriques, le cylindre
Tres simple mais avec [’avantage est que le taux de interieur tournant,
I’inconvenient que le taux de  cisaillement ne dépend pas de . I’extérieur fixe
cisaillement dépend de r Un autre avantage est la faible (cf TD 5)

quantité de liquide a utiliser
Le viscosimetre construit et

utilisé par Maurice Couette

o Rhéometres
pour mesurer la viscosité de . . i
’eau et de [’air en 1888 a vitesse 1mposee

(mesure du couple)
a contrainte 1imposce

(mesure de vitesse)

Maurice Couette
(1858-1943)
physicien francais

All rights reserved

Un rhéomeétre actuel



Stabilite de 1’€coulement parallele u(r) de Couette cylindrique ?

Linéairement stable jusqu’a Re,. =

41

JR, / R —1

pour R,/R, = 1 (faible gap)

L’¢coulement n’est ensuite plus parallele mais se déstabilise pour prendre la forme de

rouleaux contrarotatifs stationnaires wquy(r,z)

(instabilite de Taylor-Couette)

puis oscillants u-

ru,, (r,0,z,1)
Uy (r,0,z,t)

avant la turbulence (H. Sweeney & J

A AN

u,(r,0,z,t)

.G

g . '
S VAR

A l..‘ L

'ﬁ«f’s/ g\

u.(r,z)

g
—

u(r,2)

ollub 1975) |

rouleaux deTaylor-Couette

Instabilit¢ de Taylor-Couette
s  par bifurcation super-critique

Re (1923)

G. . Taylor
1886-1975




Stabilité de I’écoulement de Couette plan ?
Lin¢airement stable jusqu’a Re = +oo (résultat 1ssu d’une analyse de stabilit¢ lin¢aire
u=uy+ Acos(kx —wrt) avec perturbation de
vitesse 4 infiniment petite
Et non-lin¢airement (A4 non infiniment petit) ?

Transition vers la turbulence par intermittence spatio-temporelle

L.

Expériences

F. Daviaud, O. Dauchot, S. Bottin,
P. Manneville (CEA Saclay)
1990-2000

R. Monchaud et al. (ENSTA)
2010-2020

Re ~ 325



Transition vers la turbulence par spots turbulents

Simulations numériques Barkley & Tuckerman (LIMSI-PMMH) 2007
(Re =250)
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P. Manneville (Ladhyx) 2007

Y. Duguet (LIMSI) 2015-2020
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FIG. 1. Growth of a turbulent spot at R=250 in a wide domain (L, X L_.=128 X 128). Field of amplitude Uy(x.z.7) in gray levels at r=50, 150, 250, and 350
(from left to right and top to bottom). The whole domain becomes uniformly turbulent at ¢ ==700.



Couche Limite

Le concept de couche limite date d’une centaine d’annees (début du 20eme siecle)
et a constitue un ¢lément cle dans le développement de I’aéronautique, avec la
compre¢hension de phénomenes subtils, qui apparaissaient incomprehensibles a
I’¢époque, comme la crise de trainée appelee “the Eiffel paradox™

La crise de trainée ou “the Eiffel paradox”

Coefficient de trainée en fonction du nombre de Reynolds — Sphere lisse
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Que se passe-t-il entre Re=2x 10° et 3 x 10° ?
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L Prandtl



Le 13 aolt 1912, courrier de Gustave Eiffel a un de ses collaborateurs :

« Mon cher Rith, j'ai recu votre lettre du 12. Les résultats pour la sphere de 24,4 cm avec les
vitesses de 6 a 10 m/s sont plus que bizarres et des expériences aussi discordantes ne peuvent
etre bonnes. Elles ont besoin d'€tre refaites. Achetez une nouvelle sphere de 15 a 18 cm. »

VARIATIONS DS L'EFFORT TOTAL PR POUR DES SPHERES DE DIFFERENTS INANETRES

Rign i l T [ , : Rigr)
|
Sphér:’dc 16.3cm de diamétre smrz4.&+a¢:m / Sphér] de 33cm de
100 | —— SR O 2L T T 100
|

r ——‘1w

R |

- —— %0

i FADI |

| L
20%6ec 4 5 2 bS5 & s 2 & Tser.

Fi16. 58. — Essais d'une sphére suspendue a des fils. Vitesses Vo du covrant d'air en mfsee.

Fie. 57. — Reésistance totale R des sphéres ca fonction de la vitesse.

Dispositif de mesure de la trainée de la sphere
par son recul dans la soufflerie d'Eiffel



Note du 30 décembre 1912 présentée par Gustave Eiffel a ' Académie des Sciences :

« Le principal laboratoire aérodynamique allemand, celui de Gottingen, a attribué a ce
coetficient une valeur deux fois et demie plus forte. Il a, du reste, publi€ que celul que
j'avais donné moi-meéme €tait une erreur manifeste de ma part et ne pouvait qu'étre le
résultat d'une faute de calcul. »

« Nous ferons remarquer que le capitaine Costanzi, de la Brigada Specialisti, a Rome, a
constaté la méme diminution brusque de K [C_ ] avec des spheres immergées dans 1'eau »

Eiffel en 1914 : « Lord Rayleigh, I'éminent directeur du National Physical Laboratory, a
adress€ une note a I'Académie des Sciences le 13 janvier 1913 dans laquelle 1l a fait
remarquer que les produits U, de la vitesse critique par le diametre de la sphere sont a peu
pres constants. »

Cette remarque de Rayleigh est sans doute la
premiere application du concept de nombre de

Reynolds...
John William Strut

Lord Rayleigh
(1842-1919)
physicien anglais
prix Nobel de physique 1904

I.a crise de trainée est souvent dénommeée
« Eiffel paradox » dans les pays anglophones.



L.a crise de trainée

Cette brusque diminution du coefficient de trainée et donc de la force de trainée, appelee
“crise de trainee” est due a un changement du champ de vitesse autour de la sphere.

La couche limite (boundary layer en anglais), treés mince zone proche de la sphere de
transition entre la vitesse sur la sphere et la vitesse loin de la sphere, se modifie pour passer
d’un regime laminaire a un régime turbulent et décolle plus en aval : le sillage en aval de la
sphere est alors plus €troit, ce qui entraine une réduction de force de trainee.

Re=2x10° Re=3x10°

~120°
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L.a crise de trainée

~Turbulent Boundary Layer

Re =3 x 10°

Laminar Boundary I,éjer -

. -
Re =2 x 10° o .




Le concept de couche limite fut présenté par Ludwig Prandtl en aott 1904

a I’occasion du 3e congres international des mathématiciens d’Heidelberg.

A partir des équations completes de Navier-Stokes, 1l propose des €quations simplifiées pour la couche limite,
appelées maintenant équations de Prandl, en utilisant des approximations pertinentes pour négliger certains

termes des €quations de Navier-Stokes

Ludwig Prandl
Ingénieur et physicien
allemand (1875-1953)

8530 An Mlh
g‘u L Yo

Ludwig Prandl en 1904 dvant son canal

hydraulique de visualisation d’écoulements Heinrich Blasius

Ingénieur et professeur
allemand (1883-1970)

Heinrich Blasius, un des premiers €leves de Prandtl, propose en 1908 un mode de calcul de la
couche limite laminaire aboutissant a une €quation ditférentielle (équation de Rlasiu<) an’on

peut résoudre numérique pour trouver le profil de vitesse (profil de Blasius)..

05

2F" + F"F =0

5*
Vo ¥ i 1 e

7

En 1912, L. Prandtl explique la crise de train€e de la sphere quantifiée par G. Eiftel en
I’attribuant a la transition de la couche limite depuis un €tat laminaire jusqu’a un €tat turbulent.



Nous avons abordé¢ la notion de couche limite dans plusieurs configurations

Ecoulement de demarrage au voisinage d une plaque plane

O = (w)1/2

epaisseur de couche limite




Longueur d’etablissement de [’écoulement a [’entréee d’une conduite

, . o (b)
.
U, > ) — | 8(xy)
| [ i s —t—— ]
S V s S ¢ " | '
' P:_gu-/ 6(, YO) ' ---___‘__,-"’ 6(.131 ) X
- Xo - ;|

diffusion visqueuse et  advection

1/2 VX
A
(v) U
52
Ecoulement établiax=L,ou 6=5b/2: L, =—U=—15D,

4v

Re



Ecoulement stationnaire a [’abord d’une plaque plane

U - L U ,..j | U P (a)
- = -
y i :
. T | '3
> O Xo X1

diffusion visqueuse et  advection

5= (vi)"” = Ut 5 (

Ici encore, la couche limite croit comme x!/?
Cette couche limite est d’autant plus fine que U est grand et v faible

s(x) (v)© 1 |
X Ux ReZ

Lorsque Re_est grand, I’epaisseur de la couche limite est faible devant la longueur L de
la plaque. Cette particularité, va permettre de simplifier les équations de NS, en
aboutissant a I’équation de Prandl pour trouver le profil de vitesse caractéristique de la
couche limite (profil de Blasius)




u,(x,y)

Considérons un écoulement 2C2D stationnaire wu-
uy (X, )

caracterise par une vitesse typique U suivant x en amont d’une plaque plane suivant x

A, On a vu que
v - ' LU > U _ (a)
l S 1/2 1
] p 7 2 ( - ) TN
v. ! s ,
. - — 6(351)‘ ”. i X Ux Re X
> }6 %o rl 3 o(x) <<xsitRe >>1
I1 y donc dans cet écoulement 2 échelle de longueurs : x et o(x)
et par consequent (par conservation de la masse) 2 e¢chelles de vitesse :
ou. Ju
X + Y O
ox oy
Uu Vv O U
En ordre de grandeur — ~— d’ou Ve—U~r—7m<<U
X O X Re

X



Equations de Prandtl

U _ i U o l U .1 ( a)
> > >
. | T __ﬁ___.;---"-" Ox))| | _~— : -
- } .- = -
- O X0 8

Les équations de Navier-Stokes s’¢crivent pour un ¢coulement 2C2D stationnaire

( ou.  ou\ I (du  Fu
p| u, + U, =——+7 +

ox Jy ox x> gy’
<
ou ou ’u., u
plu, —+u,— =—é)—p+n =+ —
0x oy oy ox oy

se simplifie alors dans la couche limite (y < 9) :

r o, du, __1dp  3u,

u

| Tox Yoy pox gy
Jp

0=-— px.y)
dy

La pression dans la couche limite est la méme que dans 1I’¢coulement extérieur. A noter
qu’on comprend donc 1c1 pourquoi le tube de Pitot fonctionne pour les fluides non partfaits



v LI l = -‘ (a)
>
- i
6("71) } L X
= >
> X1

A P’mtérieur de la couche limite, le terme visqueux domine, tandis qu’a I’exterieur de la

couche limite, ce sont les termes 1nertiels qui dominent.
A P’extérieur de la couche limite, I’¢coulement peut donc €tre considére comme celul d’un

fluide parfait satisfaisant a la relation de Bernoulli :
1

ap oU
—pU?, + p = cte =—-pU .
2'0 ext * P 0x Y en 0X

ext

L’ équation de Navier-Stokes suivant x s’&crit alors dans la couche limite :

2
ou, . u, _U U ., _H/o" U,

dx ° dy T ox dyz

U,

equation de Prandl (1904)




\ profil de vitesse parallele u (y) | \ profil de vitesse transverse u (y)

1.0




Aerodynamic forces on projectiles used

INn various sports @
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Pour en savoir plus sur

- Ecoulements de fluides non-newtoniens
- Ecoulements de fluides compressibles

- Instabilités d’écoulements

- Turbulence

a suivre en

- M1 M¢écanique des Fluides
- M2 Dynamique des Fluides et Energetique



