
1.  Ecoulement de démarrage (d’une plaque) 
 
 
 
 
 
 

 - fluide en  y > 0 au repos à t < 0 
Hyp :  - plaque plane en y = 0 immobile (U = 0) à t < 0 

     puis mobile (U = cte ≠ 0) à t ≥ 0 
-  écoulement 2D (x,y) 

Compte-tenu de la géométrie, cherchons une solution possible d’écoulement parallèle 
instationnaire de la forme  

u
ux (y, t)
uy = 0
⎧
⎨
⎩

Question : quel est l’écoulement à t > 0 ? 

L’écoulement est ici induit par le mouvement de la plaque,  
pas par la gravité ni par un gradient de pression 

Solutions instationnaires

Mise en mouvement d’une plaque



L’équation de Navier-Stokes suivant x 
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où     est le coefficient de viscosité cinématique 
   (en m2/s) 

ν =
η
ρ

Avant de résoudre cette équation, on peut estimer l’ordre de grandeur de chacun des termes   
U
t
=ν

U
δ 2

où δ est l’épaisseur caractéristique sur laquelle varie 
la vitesse, appelée couche limite 

On en déduit que  δ 2 =νt

δ = νt( )1/2

Dans ce problème instationnaire, on s’attend donc à ce 
que l’épaisseur de couche limite augmente en temps et 
soit plus importante pour un fluide de viscosité 
cinématique plus forte 

eau air

ρ (kg/m3) 1000 1,29

η 
(Pa.s)

10–3 1,85 10–5

ν 
(m2/s)

10–6 1,4 10–5
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Cette équation est identique à l’équation de diffusion de la chaleur  
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L’éq. (1) est invariante par transformation  y –> αy , t –> α2t 
On peut donc chercher une solution ux= f(ξ) avec ξ = y/(νt)1/2 
L’éq. (1) s’écrit alors 
 
 
 
La solution est  
 

€ 

ʹ ́ f (ξ) +
1
2
ξ ʹ f (ξ) = 0 avec CL : f(0)=U 

 f(+∞) = 0 

Résolvons maintenant l’équation  

avec C.I. :  ux(y,t=0) = 0   pour tout y > 0 
        C.L. : ux(y =0, t) = U pour tout t > 0 

     ux(y=+∞,t) = 0 pour tout t > 0 
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∫
δ = (νt)1/2 épaisseur 

 de couche limite 
ux= f(y,t)  



Spin-up 

ν = 10 cSt ν = 100 cSt ν = 10 000 cSt 

Démarrage d’une plaque plane 

δ = (νt)1/2  
épaisseur de couche limite 



Quelle est la contrainte tangentielle sur la plaque ? 
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Avant de la calculer précisément, on peut rapidement estimer son ordre de grandeur : 
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La contrainte tangentielle sur la plaque est précisément 
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ECOULEMENTS A TRES FAIBLE NOMBRE DE REYNOLDS

REGIME DE STOKES

L’équation de Navier-Stokes écrite précédemment sous forme adimensionnée  

€ 

0 = −∇p +ηΔu équation de Stokes 

2.2 Les écoulements visqueux (Re << 1) 
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se réduit pour des écoulements à petits nombres de Reynolds (Re << 1) alors 
approximativement à : 

car la pression ne doit pas être ici adimensionnée par ρU2 mais par ηU/L  

Propriétés de l’équation de Stokes (linéaire) et conséquences : 
 - unicité de solution 
 - réversibilité hydrodynamique 
 - symétrie de l’écoulement autour de corps symétriques 
 - modes de propulsion 

L’équation de Navier-Stokes écrite précédemment sous forme adimensionnée  

€ 

0 = −∇p +ηΔu équation de Stokes 

2.2 Les écoulements visqueux (Re << 1) 

∂ !u
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+ ( !u. !∇) !u = − !∇!p+ 1
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se réduit pour des écoulements à petits nombres de Reynolds (Re << 1) alors 
approximativement à : 

car la pression ne doit pas être ici adimensionnée par ρU2 mais par ηU/L  

Propriétés de l’équation de Stokes (linéaire) et conséquences : 
 - unicité de solution 
 - réversibilité hydrodynamique 
 - symétrie de l’écoulement autour de corps symétriques 
 - modes de propulsion 

There is a very funny thing about
motion at low Reynolds number,
which is the following. One special
kind of swimming motion is what I
cal a reciprocal motion. That is to
say, I change my body into a certain
shape and then I go back to the
original shape by going through the
sequence in reverse. At low Reynolds
number, everything reverses just fine.
Time, in fact, makes no difference---
only configuration. If I change quickly
or slowly, the pattern of motion is
exactly the same. If you take the
Navier-Stokes equation and throw
away the inertia terms, all you have
left is \nabla^2 v = p/ \eta, where p is

the pressure (Fig. 6). So, if the animal tries to swim by a reciprocal motion, it can't go
anywhere. Fast or slow, it exactly retraces its trajectory and it's back where it started. A
good example of that is a scallop. You know, a scallop opens its shell slowly and closes
its shell fast, squirting out water. The moral of this is that the scallop at low Reynolds

number is no good. It can't swim because it only has
one hinge, and if you have only one degree of freedom
in configuration space, you are bound to make a
reciprocal motion. There is nothing else you can do. The
simplest animal that can swim that way is an animal two
hinges. I don't know whether one exists but Fig. 7
shows a hypothetical one. This animal is like a boat with
a rudder at both front and back, and nothing else. This
animal can swim. All it has to do is go through the
sequence to configurations shown, returning to the

original one at S_5. Its configuration space, of course, is two dimensional with
coordinates \theta_1, \theta_2. The animal is going around a loop in that configuration
space, and that enables it to swim. In fact, I worked this one out just for fun and you
can prove from symmetry that it goes along the direction shown in the figure. As an
exercise for the student, what is it that distinguishes that direction?





Re << 1 Re >> 1 

Mélange 

café, thé peinture 


