Equations de Navier-Stokes
Partie 1



Viscosimetres (ou rhéometres) de Couette
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Couette plan Cone-plan

deux disques parall¢les
I’un fixe, I’autre en rotation.
Tres simple mais avec
I’1nconvénient que le taux de
cisaillement dépend de r

Le viscosimetre construit et

utilisé par Maurice Couette

pour mesurer la viscosité de
[’eau et de [’air en 1888

Maurice Couette
(1858-1943)
physicien francais
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un cone en rotation au-dessus
d’un disque fixe.
[’avantage est que le taux de
cisaillement ne depend pas de .
Un autre avantage est la faible
quantité¢ de liquide a utiliser
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Couette cylindrique

deux cylindres
concentriques, le cylindre
interieur tournant,

I’extérieur fixe
(ct TD 5)

Rhéometres
a vitesse 1mposee
(mesure du couple)
a contrainte 1imposce
(mesure de vitesse)

Un rhéomeétre actuel



CONDITIONS LIMITES

conditions cinématiques sur une paroi ou a l’interface &(x,y,z,t) de deux fluides 1 et 2

» continuité de la vitesse (normale et tangentielle)

uﬂuide — aroi d unc paroi

Fluide 2

u,(8) =u,(5) aune interface en &




CONDITIONS LIMITES

conditions dynamiques sur une paroi ou a l’interface de deux fluides

» existence d’une contrainte tangentielle a une paroi z A
s

ou, -

XZ‘paroi =1 oz arod U (Z)

O

» continuité de la contrainte tangentielle a la traversée d’une interface

ou B U, ..
=1)
aZ £ aZ £
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cas particulier a une surface libre (interface entre un liquide et un gaz au repos) :

pas de contrainte tangentielle Gz 1
0 u, —0 ). Xy
- Liquide ———»
o z £ ux(z)

» continuité de la pression a la traversée d’une interface plane

p1(S) =py(S)

» discontinuité de la pression a la traversée d’une interface courbe

1 1

Ap = —
P )’12(R1 R,

Lo1 de Laplace
R, ,rayons de courbure de I'interface




Conditions aux limites : deux liquides dans un récipient oscillant
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I Le fait qu’il existe une solution d’¢coulement parallele ne signifie pas qu’elle est la

seule possible et donc observee dans la realite...

En pratique, la solution d’écoulement parall¢le est observeée jusqu’a un nombre de
Reynolds critique Re_ au dela duquel une autre solution non-parallele des equations de
Navier-Stokes est observée, stationnaire ou instationnaire voire turbulente. La valeur Re

est forcément supérieure a 1, parfois tres superieure.
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Hyp: - fluide entre 2 plaques // distantes de b, I’une fixe 1’autre mobile a la vitesse U
- ¢coulement stationnaire (U = cte)

Question : quel est le profil de vitesse ?

Compte-tenu de la géometrie, cherchons une solution possible d’e¢coulement parallele

instationnaire de la forme
U -

1, (y)
Uy, = O

[’¢écoulement est 1c1 induit par le mouvement de la plaque,
pas par la gravité ni par un gradient de pression



L’équation de Navier-Stokes suivant x y4 U
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Jy
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u =Ay+B avec2CL:u (y=0)=0=>B=0
u(y=b=U=>4=U/b

La Solution est ux(y) = g y pI’Oﬁl de VitGSSG linéaire 0')14 U
b taux de cisaillement constant X =
Jdy b
y4 U

La viscosit¢ n’intervient pas dans cet ecoulement
stationnaire caractérise par un protil de vitesse etabli ;= yp
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La viscosite intervient par contre dans le transitoire d’¢tablissement du profil de vitesse.
Le temps typique du regime transitoire avant le régime stationnaire correspond au
temps T de diffusion de la couche limite sur la distance b entre plaques a partir du temps
t =0 ou la vitesse U est impose¢e a la plaque

S = (Vt)l/z ) ! A
mzzmzzizumzm_,

o=bquand = T1: | |
B2 y=Ulb y=Ulb -/ u,(y)
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X
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Ce temps de transitoire est d’autant plus grand que b est grand et que v est petit

La viscosite intervient ¢galement dans la contrainte (force) a appliquer sur la plaque
pour la maintenir en déplacement a vitesse constante

> _ndux _772
- dy b

Cette contrainte est proportionnelle a la viscosite et au gradient de vitese constant entre
plaques.
La plupart des viscosimetres sont bases sur cet ecoulement de Couette.



Poiseullle
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Hyp: - fluide entre 2 plaques fixes // distantes de b
- ¢ecoulement stationnaire induit par gradient de pression
(différence de pression Ap appliquée entre ’entree et la sortie distantes de L)

Question : quel est le profil de vitesse ?

Compte-tenu de la gecometrie, cherchons une solution possible d’écoulement parallele

instationnaire de la forme
U

1, (y)
Uy, = O

[’écoulement est induit par un gradient de pression
pas par un mouvement parol ni par la gravite
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[’équation de Navier-Stokes suivant x
A

J dp  Iu 1), )
p o +N——-+ % b
ot dx ' dy Y
op J°u :
se réduita Q) +1—= A noter que Op/Ox est forcément constant car u, ne

dx  Jy>  dépend pas de x (Op/dx = Ap/L)

L = v+ A
o0y n dx
1 dp - \
u, v +Ay+B avec2CL:u(y=5/2)=0 d’oud =0
2n Jx u (y=-b/2)=0 et B=""
ce qui donne
- 5 X A
u (y)=U,|1 ( 4 ) avec U, b” op b
b/2 81 ox !
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Le profil de vitesse est parabolique (““profil de Poiseuille™)
avec une vitesse maximale U, au centre
La vitesse est dans le sens oppos¢ du gradient de pression (u, > 0 s1 Op/0x < 0)

= Vv



Le debit (par unité de largeur transverse) est

+b /2 3
b> Jp
= u d b
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On constate que le débit est proportionnel au gradient de pression, inversement
proportionnelle a la viscosité et qu’il varie tres fortement avec la distance entre plaques

La vitesse moyenne “debitante” est
2
77 — q b~ dp 2
b 12ndx 3

Uyg

Le profil de contrainte est )

La contrainte est nulle au centre et maximale aux parois
La contrainte apparait comme ne pas dépendre de la viscosite, mais elle en dépend
en fait via le gradient de pression




Quel est le temps de transitoire avant 1’¢tablissement du profil parabolique de Poiseuille ?
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Le temps typique du régime transitoire avant le régime stationnaire correspond au
temps T de diffusion de la couche limite sur la distance b entre plaques a partir du
temps ¢t = 0 ou le gradient de pression est impose

S = (Vt)l/z
Oo=b/2quand t=7:
52
4v
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Ce temps de transitoire est d’autant plus grand que b est grand et que v est petit



Quelle est la longueur d’établissement L, du profil parabolique de Poiseuille ?
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x> L, x> L,
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Cette longueur d’¢tablissement est ¢galement gouvernée par la compétition
entre la diffusion des couches limites et I’advection par I’¢coulement

5= (vt)"” x =Ut

x=L,quand 0=5b/2

Cette longueur d’etablissement est proportionnelle a I’espace entre plaques et au nombre
de Reynolds



Equations de Navier-Stokes
Partie 2



Re — Forces ou contraintes inertielles ~ pU - - pUL

Forces ou contraintes visqueuses ) nuU / I n

Re << 1 : forces inertielles négligeables devant forces visqueuses

Re >> 1 : forces visqueuses negligeables devant forces inertielles




Effet du nombre de Reynolds Re d’un ¢coulement
exemple d " un jet liquide

Re =0.05 Re =10 Re =200 Re = 3000




“Violent expiratory events: on coughing and sneezing”
by Lydia Bourouiba, Eline Dehandschoewercker & John W. M. Bush (MIT, USA)
in Journal of Fluid Mechanics, vol. 745, pp. 537-563 (2014)

toux eternuement

Smoke
generator




Nombre de Reynolds Re = puL

n

— 103 1
pour quelques ¢coulements du quotidien Pean = 10° kg/m et 1, = 107 Pa.s

O...= 1,3 kg/m? etn,. =1,7107> Pa.s

- un ballon de foot ou une balle de ping-pong : ~ 10*-10°
- un cycliste ou un nageur ~ 10°
- une goutte de pluie ~ 10’

Dans tous ces exemples du quotidien, le réegime d’¢coulement est le regime inertiel (Re >> 1)

Dans quels cas le régime d’écoulement est-1l visqueux (Re << 1) ?



Ecoulements a nombre de Reynolds Re << 1

- Cas des tres petits objets animes de tres petites vitesses, par exemple les cellules
(bacteries, virus...) dans I’eau dans notre organisme (R = 1 um, U = 10 um/s)

motile particles

_pUL 10°x107°x107°

Re -
n 10

6
=10 <<1 ‘

—
Sum

10 um

—— ©L Seuront . . -

Phaeocystis globosa
algue a I’origine de la longévité de
I’écume de mer

- Cas des fluides trés visqueux : miel ou nutella (1 = 10 Pa.s), goudron ou bitume (1 =
10° Pa.s) ou encore magma terrestre (1 =~ 10" Pa.s)



ECOULEMENTS INERTIELS

Re > 1

Re = 15 000



Le force de traince (et de portance) sur un objet de taille L est /'~ pU )
- | ' en réegime stationnaire

I1 est d’usage d’introduire le coettficient de trainée C, ou C, (trainée = drag en anglais)

défini tel que™ r 1
—pU*S
) %

C,, est assez constant sur une grande 0 |-

plage de nombre de Re >> 1
mais depend de la forme des objets

102 —

C, = 0,5 pour une sphére C oT e
C, = 1 pour un cylindre ou un disque " ' v\vjé

1011~ SPHERE

10-2f~

*Le coetficient de portance (lift) C. ou C; o
. . o N 10-3 L } ] 1
est introduit de manicre analogue 2 et t 00 e e 100 100 100 10
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Influence de la forme a Re >>1

Sphere ~» O 0.47 = l 7

Half-sphere —» G 0.42 - :
cwo —> [] 108 .

1 i ,

Sreéa(r)nldymed_b C> 0.04 ~ P

Streamlined

Hall-body D e g




A noter que le préfacteur numerique (coefficient de trainee) de la
force de train¢e 1nertielle n’a pas encore pu €tre calculé
analytiquement. Le sera-t-1l un jour ?

Il a par contre pu €tre mesure experimentalement depuis la fin du
19¢me siccle, notamment par Eiffel par exemple dans ses experiences

de chute depuis le haut de sa Tour en 1903-1906, ou dans des
souffleries

Gustave Eiftel

(1832-1923)
Ingenieur

Il a ¢galement ¢t¢ mesure numeriquement depuis la fin du 20eme siecle dans des
simulations numeriques d’écoulements sur ordinateurs.
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