
Partie 1
Equations de Navier-Stokes



deux disques parallèles 
l’un fixe, l’autre en rotation. 

Très simple mais avec 
l’inconvénient que le taux de 

cisaillement dépend de r 

deux cylindres 
concentriques, le cylindre 

intérieur tournant, 
l’extérieur fixe 

(cf TD 5) 

Viscosimètres (ou rhéomètres) de Couette 

Rhéomètres 
à vitesse imposée  

 (mesure du couple) 
à contrainte imposée 

 (mesure de vitesse) 
 

un cône en rotation au-dessus 
d’un disque fixe. 

L’avantage est que le taux de 
cisaillement ne dépend pas de r. 
Un autre avantage est la faible 

quantité de liquide à utiliser 



4. Conditions aux limites 

conditions cinématiques sur une paroi ou à l’interface ξ(x,y,z,t) de deux fluides 1 et 2 

Ø  continuité de la vitesse (normale et tangentielle)   

ufluide  = uparoi à une paroi 
 
 
u1(ξ) = u2(ξ)  à une interface en ξ

CONDITIONS LIMITES



CONDITIONS LIMITES
conditions dynamiques sur une paroi ou à l’interface de deux fluides 

Ø  continuité de la pression à la traversée d’une interface plane  

Ø  discontinuité de la pression à la traversée d’une interface courbe 

Δp = γ12
1
R1
+
1
R2

⎛
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⎟ Loi de Laplace 

R1,2 rayons de courbure de l’interface 

p1(ξ)  = p2(ξ)   

Ø  continuité de la contrainte tangentielle à la traversée d’une interface 

σ xz paroi =η
∂ux
∂z paroi

Ø  existence d’une contrainte tangentielle à une paroi 

η1
∂u1x
∂z ξ

=η2
∂u2x
∂z ξ

cas particulier à une surface libre (interface entre un liquide et un gaz au repos) : 
pas de contrainte tangentielle  ∂ux

∂z ξ

= 0

x  

z  

ux(z)  



Conditions aux limites : deux liquides dans un récipient oscillant
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! Le fait qu’il existe une solution d’écoulement parallèle ne signifie pas qu’elle est la 
seule possible et donc observée dans la réalité... 
En pratique, la solution d’écoulement parallèle est observée jusqu’à un nombre de 
Reynolds critique Rec au delà duquel une autre solution non-parallèle des équations de 
Navier-Stokes est observée, stationnaire ou instationnaire voire turbulente. La valeur Re 
est forcément supérieure à 1, parfois très supérieure. 

se simplifient considérablement : 

Si le champ de vitesse est de la forme        les équations de Navier-Stokes 
 



Compte-tenu de la géométrie, cherchons une solution possible d’écoulement parallèle 
instationnaire de la forme  

Question : quel est le profil de vitesse ? 

L’écoulement est ici induit par le mouvement de la plaque,  
pas par la gravité ni par un gradient de pression 

2. Ecoulement de Couette (de cisaillement)  
  

 
 
 
 
 
Hyp :  - fluide entre 2 plaques // distantes de b, l’une fixe l’autre mobile à la vitesse U 

 - écoulement stationnaire (U = cte) 
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Couette Plan



se réduit à 

€ 

0 =η
∂ 2ux
∂y 2

avec 2 CL : ux(y = 0) = 0 => B = 0 
      ux(y = b) = U => A = U/b 

€ 

ux (y) =
U
b
y La solution est  profil de vitesse linéaire 

taux de cisaillement constant 

La viscosité n’intervient pas dans cet écoulement 
stationnaire caractérisé par un profil de vitesse établi 

L’équation de Navier-Stokes suivant x 
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La viscosité intervient par contre dans le transitoire d’établissement du profil de vitesse.  
Le temps typique du régime transitoire avant le régime stationnaire correspond au 
temps τ de diffusion de la couche limite sur la distance b entre plaques à partir du temps 
t = 0 où la vitesse U est imposée à la plaque 

σ xy =η
∂ux
∂y

=η
U
b

δ = νt( )1/2

τ =
b2

ν

δ = b quand t = τ : 

Ce temps de transitoire est d’autant plus grand que b est grand et que ν est petit 
 
La viscosité intervient également dans la contrainte (force) à appliquer sur la plaque 
pour la maintenir en déplacement à vitesse constante   

Cette contrainte est proportionnelle à la viscosité et au gradient de vitese constant entre 
plaques. 
La plupart des viscosimètres sont basés sur cet écoulement de Couette. 

t < τ  t > τ  



Poiseuille
3. Ecoulement de Poiseuille (dans une conduite) 

x
ux(y) ?

b

y

Compte-tenu de la géométrie, cherchons une solution possible d’écoulement parallèle 
instationnaire de la forme  

Question : quel est le profil de vitesse ? 

L’écoulement est induit par un gradient de pression 
pas par un mouvement paroi ni par la gravité 

Hyp :  - fluide entre 2 plaques fixes // distantes de b 
 - écoulement stationnaire induit par gradient de pression  
 (différence de pression Δp appliquée entre l’entrée et la sortie distantes de L) 
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avec 2 CL : ux(y = b/2) = 0      
      ux(y =-b/2) = 0 
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ce qui donne 

Le profil de vitesse est parabolique (“profil de Poiseuille”) 
avec une vitesse maximale U0 au centre 
La vitesse est dans le sens opposé du gradient de pression (ux > 0 si ∂p/∂x < 0) 

ux(y)b

y

se réduit à 

L’équation de Navier-Stokes suivant x 
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A noter que ∂p/∂x est forcément constant car ux ne 
dépend pas de x (∂p/∂x = Δp/L) 

x

 d’où A = 0 
      et B = � 



Le débit (par unité de largeur transverse) est  
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On constate que le débit est proportionnel au gradient de pression, inversement 
proportionnelle à la viscosité et qu’il varie très fortement avec la distance entre plaques 

Le profil de contrainte est  
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La contrainte est nulle au centre et maximale aux parois 
La contrainte apparaît comme ne pas dépendre de la viscosité, mais elle en dépend 
en fait via le gradient de pression 



Quel est le temps de transitoire avant l’établissement du profil parabolique de Poiseuille ?  

b

y

 Le temps typique du régime transitoire avant le régime stationnaire correspond au 
temps τ de diffusion de la couche limite sur la distance b entre plaques à partir du 
temps t = 0 où le gradient de pression est imposé 

δ = νt( )1/2

τ =
b2

4ν

δ = b/2 quand t = τ : 

Ce temps de transitoire est d’autant plus grand que b est grand et que ν est petit 

b
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t < τ  t > τ  



Quelle est la longueur d’établissement Le du profil parabolique de Poiseuille ?  

b

y

Cette longueur d’établissement est également gouvernée par la compétition  
entre la diffusion des couches limites et l’advection par l’écoulement 

δ = νt( )1/2

Le =
b2

4ν
U =

Re
4
b

x = Le quand δ = b/2 

Cette longueur d’établissement est proportionnelle à l’espace entre plaques et au nombre 
de Reynolds 

x > Le  x > Le  

x =Ut
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Partie 2
Equations de Navier-Stokes



Re = Forces ou contraintes inertielles
Forces ou contraintes visqueuses

=
ρU 2

ηU / L2 =
ρUL
η

Re << 1 : forces inertielles négligeables devant forces visqueuses 
 
Re >> 1 :  forces visqueuses négligeables devant forces inertielles 
 



Effet du nombre de Reynolds Re  d’un écoulement 
exemple d�un jet liquide 

Re = 0.05 Re = 10 Re = 200 Re = 3000 



“Violent expiratory events: on coughing and sneezing” 
by Lydia Bourouiba, Eline Dehandschoewercker & John W. M. Bush (MIT, USA)  
in Journal of Fluid Mechanics, vol. 745, pp. 537–563 (2014) 

toux  éternuement 



Nombre de Reynolds  
 
pour quelques écoulements du quotidien  
 
 
 

-  un ballon de foot ou une balle de ping-pong : ~ 104-105  
-  un cycliste ou un nageur  ~ 106 
-  une goutte de pluie ~ 103 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρeau = 103 kg/m3 et ηeau = 10–3 Pa.s 
ρair = 1,3 kg/m3  et ηair = 1,7 10–5 Pa.s 

Re = ρUL
η

Dans tous ces exemples du quotidien, le régime d’écoulement est le régime inertiel (Re >> 1)  
 
Dans quels cas le régime d’écoulement est-il visqueux (Re << 1) ?  



Re = ρUL
η

≈
103 ×10−6 ×10−6

10−3
≈10−6 <<1

- Cas des fluides très visqueux : miel ou nutella (η ≈ 104 Pa.s), goudron ou bitume (η ≈ 
106 Pa.s) ou encore magma terrestre (η ≈ 1020 Pa.s)  

algue à l’origine de la longévité de 
l’écume de mer 

Ecoulements à nombre de Reynolds Re << 1 
 
 
- Cas des très petits objets animés de très petites vitesses, par exemple les cellules 
(bactéries, virus…) dans l’eau dans notre organisme (R ≈ 1 µm, U ≈ 10 µm/s) 



2.1 Les écoulements inertiels (Re >> 1) 

€ 

ρ
∂u
∂t

+ ρ(u.∇)u = −∇p

A petit nombre de Reynolds (Re << 1), l’équation de Navier-Stokes se réduit alors 
approximativement 

2. Les régimes d’écoulements inertiel et visqueux 

Les contraintes visqueuses étant négligées car faibles, c’est l’équation d’Euler des 
fluides parfaits (η = 0) qu’on retrouve. 
Attention, la viscosité n’étant cependant pas strictement nulle (η ≠ 0), les écoulements 
ne sont pas tout à fait identiques à ceux de fluides parfaits. 
Par exemple, l’écoulement autour d’objets symétriques amont-aval n’est pas symétrique 
amont-aval et il existe une force de traînée contrairement aux cas des fluides parfaits 

Re ≈ 55 Re ≈ 15 000 

ECOULEMENTS INERTIELS

<latexit sha1_base64="mIbZ4HB+MzCdTcfQr023hOLNEWg=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6rHoxWMV+wFtKJvtpF272Q27G6GE/gcvHhTx6v/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTDjTxvO+ncLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9oapkqig0quVTtkGjkTGDDMMOxnSgkccixFY5upn7rCZVmUjyYcYJBTAaCRYwSY6XmPXYHA79XrnhVbwZ3mfg5qUCOeq/81e1LmsYoDOVE647vJSbIiDKMcpyUuqnGhNARGWDHUkFi1EE2u3binlil70ZS2RLGnam/JzISaz2OQ9sZEzPUi95U/M/rpCa6CjImktSgoPNFUcpdI93p626fKaSGjy0hVDF7q0uHRBFqbEAlG4K/+PIyaZ5V/Yuqf3deqV3ncRThCI7hFHy4hBrcQh0aQOERnuEV3hzpvDjvzse8teDkM4fwB87nDxPUjs4=</latexit>

Re � 1



Le force de traînée (et de portance) sur un objet de taille L est 
     en régime stationnaire  

F~ ρU 2S

A B

Il est d’usage d’introduire le coefficient de traînée Cx ou CD (traînée = drag en anglais) 
défini tel que* 

FD =CD
1
2
ρU 2SCD =

FD
1
2
ρU 2S

CD est assez constant sur une grande 
plage de nombre de Re >> 1 
mais dépend de la forme des objets 
CD ≈ 0,5 pour une sphère 
CD ≈ 1 pour un cylindre ou un disque 
 

*Le coefficient de portance (lift) Cz ou CL 
est introduit de manière analogue 



Influence de la forme à Re >>1 



A noter que le préfacteur numérique (coefficient de traînée) de la 
force de traînée inertielle n’a pas encore pu être calculé 
analytiquement. Le sera-t-il un jour ? 
Il a par contre pu être mesuré expérimentalement depuis la fin du 
19ème siècle, notamment par Eiffel par exemple dans ses expériences 
de chute depuis le haut de sa Tour en 1903-1906, ou dans des 
souffleries 
 
 
 

Gustave Eiffel 
(1832-1923) 

ingénieur 

Il a également été mesuré numériquement depuis la fin du 20ème siècle dans des 
simulations numériques d’écoulements sur ordinateurs. 


