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Correction

Exercice 1. Les questions 2. et 3. sont indépendantes.
Pour tout n € N*, on pose f, = ]l[ TERE

T n2'n2

n<’n

1. Esquisser les graphes de f1, f2 et f3. (0,5 point)

2. Montrer que la suite de fonction (f,,) converge simplement vers une fonction que I'on déterminera. (0,5
point résultat + 1 point justification)

3. On considére maintenant la série f =" -, f, avec f: R — [0, 0c].

(a) (Question de cours.) Donner la définition d’une fonction g : R — [0, oo] intégrable. (1 point)

(b) Montrer que f est intégrable. Comme toujours, on justifiera trés soigneusement. (1 point)
Correction 1.
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2. Montrons que (f,) converge simplement vers l¢p. Soit € R. Si # = 0, pour tout n € N*, on a
fn(0) = 1 donc lim,, o0 f(0) = 1. Si z # 0, comme lim,,_, % = 0, il existe N € N*, tel que pour
tout n > N, on ait % < |z|. Ainsi, pour tout n > N, = ¢ [—n—g,#] et donc f,(z) = 0. Donc
lim;, 00 fr(x) = 0.

3. (a) voir cours

(b) Pour tout n € N*| la fonction f,, est mesurable positive. Par le corollaire du théoréme de conver-
gence monotone pour les séries, on a que f est mesurable positive et

/ fax= " / FndX
R neN* R
En en utilisant la normalisation de l'intégrale et le premier rappel, on obtient
/fd)\— S 2T i
R neN* n? 3 .
Donc f est intégrable.

Exercice 2. Pour n € N*| on définit g, : R — [0, 00[ et h,, : R — [0, 00 par

2,2

gn(z) = e~ ()7 o hn(x) =ne ™ ®

pour z € R.



1. Esquisser les graphes de g1, g2 et g3 ainsi que les graphes de hq, hs et hg. (1,5 point)

2. (Question de cours.) Rappeler le comportement de I'intégrale de Lebesgue sous U'effet d’une translation
et d’une homothétie. (1,5 point)

3. En déduire [ gndX et [ hy,dX pour tout n € N*. (1 point)

4. Montrer que les suites (g,) et (h,) convergent simplement vers des fonctions g : R — [0,00] et h: R —
[0, 00] que 'on explicitera. (1 point)

5. Déterminer [, gdA et [, hdX. (1 point)

6. Quels théoréemes du cours reliant limites et intégrales s’appliquent aux suites (g,) et (hy,) ? Que
permettent-ils de conclure ? Quels phénomeénes les suites (g,) et (h,,) illustrent-elles ? (1 point)

Correction 2.

1. Pour g1, g2 et g3, les graphes sont

Y
g1 92 93
1
T
—6 —5 —4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6
Pour hq, ho et hs, les graphes sont
Y
hla
3
o
ha
T
—6 —5 —4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6

2. Si f: R — [0, 00] est mesurable positive alors pour tout a € R, on a

[ 100 = [ e -ane)

pour tout b > 0 on a

/ Fla)dA(z) = b / F(b)dA ().
R R

3. Soit n € N*. Par invariance de I'intégrale par translation (et en utilisant le deuxiéme rappel), on a

/]R gndX = /R e~ @ d)(z) = /R e dA(z) = V7.

En utilisant la dilatation de 'intégrale par homothétie (de rapport b = n), il vient

/hnd)\:/ne’”QIQd/\(x) :n/e*"zfdA(x) :/e*fd/\(x) = 7.
R R R R



4. Montrons que (g,) converge simplement vers la fonction nulle. Soit z € R. On a lim,, s —(z —n)? =
—00 et donc lim,,_o e~@=m)* — 0. Ainsi lim,, 00 gn(x) = 0 et (g,) converge simplement vers la
fonction nulle.

Montrons maintenant que (h,,) converge simplement vers la fonction h : R — [0, co] définie par h(0)
+ooet h(z) =0six #0. Soit z € R. Six =0, pour tout n € N*, on a h,,(0) = n donc lim,,_, h,(0) =
00. Six # 0, on a, par croissances comparées, lim, o ne—n’*
(hy,) converge simplement vers h.

=0 et donc lim,, o0 hpn(z) = 0. Ainsi,

5. On a fR gdA =0et f]R hdA = 0. Montrons la deuxieme égalité : la suite (nlyo}) est une suite croissante
de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers h. Par le théoreme de convergence
monotone, on a [, hdA = lim, o [p nlie3dA = 0.

6. Le lemme de Fatou s’applique. Il montre que

/gd)\§ lim gndA et /hd)\§ lim h,dA
R R R

n—oo n—oo R

(ce qui est bien garanti par nos calculs explicites). Ces exemples montrent qu'il n’y a pas toujours égalité
entre intégrale de la limite et limite de l'intégrale. La suite (g,,) illustre le phénomeéne d’évanescence
et la suite (h,,) le phéonomeéne de concentration.

Exercice 3. Pour n € N*, on définit

2

In:/ 1 aN(z).
L

oo N2+ 1

Montrer que (I,,) admet une limite quand n tend vers 400 et déterminer cette limite. (4 points : 0,5 pour
TCM + 0,5 positivité + 1 limite simple + 1 croissance + 1 calcul de l'intégrale)

=z
ne n?

Correction 3. Pour n € N*, on définit k, : [1, +-00[ — [0, 00[ par k,(2) = 577

e Pour tout n € N*, k, est mesurable positive.

o Montrons que (k,) est croissante. Soient n € N* et & > 1. Alors, par croissance de 1’exponentielle,

e n?2 <e (n

22 1 1
7 et g2 4 = >4 ——
n

n+1
d’ou
22 __ 2%
e nZ e (n+1)?
kn(z) = O = kpt1(x).
T n T n+1

Donc (k) est croissante.

 Montrons que (k,) converge simplement vers k : [1,+oo[ définie par k(z) = &. Soit z > 1. Alors

22
2 22

lim,, 00 2% + % = 22 et lim,_ 00 —%3 = 0 d’ou lim, 0 € »? = 1 par continuité de ’exponentielle.
Ainsi limy, o0 kn (2) = % par continuité.

Le théoréeme de convergence monotone s’appplique et (I,,) converge vers f[l oo %d)\. Calculons cette inté-

grale. Puisque x — x% est positive, on a:

/ id/\(sc) = lim id)\(z).
(1,400l

X n—oo [L’fl] $2

Or, pour n € N*, la fonction = — 7%2 est continue donc réglée sur le segment [0,n]. Les intégrales de
Lebesgue et Riemann coincident donc f[1 ] L dA\(z) = [|" 5dz. En primitivant, il vient [;* &dz =1— 1.

Par conséquent, f[l oo Ld\(z) =1,



Exercice 4. Soit a : [0,1] — [0, 400 une fonction continue. On considére la fonction F : |0, co[ — R définie

par
1 e—To(t)
F(z) = / dt

1. Montrer que F est continue. (0,5 point)

2. On suppose, uniquement dans cette question, que « est constante égale & a sur [0, 1] avec a € [0, co].
Déterminer F. (0,5 point)

3. Montrer que F a pour limite +o0o en 0. (1,5 point)

Correction 4.

e—zalt)
t+x

1. L’application (z,t) —
Donc F' est continue.

est continue sur |0, co[ x [0, 1] comme composée de fonctions continues.

2. On a, pour tout x > 0,

1 1
e xa 1 1 —|— X
(x) /0 t—i—xdt e /0 t—|—xdt e (In(l+2z) —In(z)) =e n ( . )

3. La fonction « est continue sur le segment [0, 1] donc il existe a > 0 tel que a(t) < a pour tout ¢ € [0, 1].
On a alors, pour tout z > 0 et tout t € [0,1], e=**(!) > ¢~ d’on

F Perm® s ey In(1 1
= t> t=e o0 - .
@= [ e [ a1 +0) (o)

Or lim, o+ e7**(In(1 + z) — In(z)) = +oo et donc F' a pour limite +oco en 0F.

Exercice 5. Soient A et B deux parties non vides de R. On définit A+ B = {a + b,a € A, b € B}.
Déterminer sup(A + B) en fonction de sup(A) et sup(B). (1,5 point)

Correction 5. Sisup(A) = 400, on a sup(4A + B) = +o0o. En effet, il existe alors une suite (a,) d’éléments
de A convergeant vers +o0o. Soit b € B, alors, la suite (a,, +0b) est une suite d’éléments de A+ B qui converge
vers 0o donc sup(A + B) = +oc.

De méme, si sup(B) = 400, on a sup(A + B) = +oc.

On suppose enfin A et B bornés. Montrons que sup(A+ B) = sup(A)+sup(B). Tout d’abord siz € A+ B
alors z s’écrit x = a+baveca € Aetb € B. Comme a < sup(A) et b < sup(B) et obtient < sup(A)+sup(B)
et donc sup(A) + sup(B) est un majorant de A + B. De plus, par caractérisation séquentielle de la borne
supérieure, il existe (a,,) une suite d’éléments de A convergeant vers sup(A4) et (b,) une suite d’éléments de B
convergeant vers sup(B). Alors (a,, +b,) est une suite d’éléments de A+ B convergeant vers sup(A4)-+sup(B).
Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Exercice 6. Soit v : R — [0, co[ une fonction intégrable.

1. Pour n € N, on pose E,, = {z € R,v(x) > n}. Montrer que la suite (fE vd/\> converge vers 0 quand
n — oo. (1,5 point)
Indication. On pourra s’intéresser d fR\E vd.

2. On suppose v bornée. Montrer que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si fA 1d\ < n pour une
partie (mesurable) A alors [, vd\ < e. (0,5 point)

3. Méme question en ne supposant plus v bornée. (1 point)

Correction 6.



1. Pour tout n € N, on pose v, = lg\g,v. La fonction v, est mesurable positive.
Montrons que (v,) est croissante. Pour tout n € Ny on a E,41 C E, dou (R\ E,) C (R\ En41) et
donc 1p\g, < Ip\g,,,- Donc v, < v,q1 car v est positive et (vy,) est croissante.
Montrons que (vy,) converge simplement vers v. Soit z € R. Soit N € N tel que v(z) < N. Alors,
pour tout n > N, on a z ¢ E, et donc v,(x) = v(x). Par conséquent lim,,_, v,(z) = v(z) donc (v,)
converge simplement vers v.
Par le théoréme de convergence monotone, la suite ( fR\ B, vd\) converge vers ( [, vdA) quand n — oc.

Comme
/vd)\:/ vd)\+/ vdA
R R\E, E

n

on obtient que la suite ( / B vd)\) converge vers 0 quand n — oco.

2. Soit M tel que pour tout x € R, on ait v(z) < M. Soit € > 0. On pose n = 7. Soit A une partie

mesurable telle que [ 4 1dA < 7. Alors, par monotonie et linéarité de I'intégrale, on a

/vd)\g/Md)\:M/d)\<Mn:e.
A A A

3. Soit € > 0. Soit N tel que fEN vd\ < § (Pexistence est garantie par la premicere question). On pose

alors 7 = 5% . Soit A une partie mesurable telle que i) 4 1dXA <. Alors, par monotonie et linéarité de
I’intégrale, on a

/vd/\:/ vd)\+/ vd)\S/ vd/\+/ NdA<f+N/dAgf+Nn:e.
A ANEN AN(R\Ex) En AN(R\Ex) 2 A 2



