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Examen d’intégration

Correction

Exercice 1. Soit f: R — R une fonction intégrable.

1.
2.

7.

Non. Par exemple f : z — zly(x) est mesurable, positive, non bornée et d’intégrale nulle (donc
intégrable) car cette fonction est nulle presque partout.

Pour tout ¢t € R, on a —zt? < 0 donc i < 1. Ainsi pour tout ¢t € R, on a
g2 g2
e f(t)] = e " f(1)] < |£(2)]

et |f| est intégrable par hypotheése. Donc ¢ — e—ot’ f(t) est intégrable par comparaison.

. Pour tout t € R, on a —xt2 > 0 donc et > 1. Or la fonction constante 1 est positive et non

. 7’ . . J— 2
intégrable sur R. Par comparaison la fonction t — e~%¢

n’est pas intégrable sur R.
On veut appliquer le théoreme de continuité des applications a parametres.

e Soit x > 0, 'application t e*“’t{zf(t) est intégrable par la question 3.
e Soit t € R, l'application x — e—ot’ f(t) est continue car l’exponentielle est continue.

e Pour tous z > 0 et tout t € R, on a

2
e f)] < £ ()]
et |f| est intégrable.

Le théoreme de continuité des applications a parametres permet de conclure que F' est continue sur
[0, oo.

Pour tout n € N, on considere f, : R — R définie par f,(t) = e~"*" f(t). On a alors F(z,) =
fR fn(t)dA(t). On veut appliquer le théoréme de convergence dominée.

e Pour tout n € N, f,, est mesurable.
e Soit t € R. Sit =0, ona f,(00 = f(0) pour tout n € N et donc lim,_, f,(0) = f(0).

On suppose n%aintenant t # 0. Comme lim, o 2, = 00, on a lim,_,o —T,t?> = —oo et donc
lim, oo €727 = 0. Ainsi lim, o fn(t) = 0. Par conséquent (f,,) converge simplement vers
f (0)1{0}~

e Pour tout n € N, pour tout ¢ € R, par les calculs précédents, on a

[fn(®)] < [f(2)]
et | f] est intégrable.

Par le théoréme de convergence dominée, la suite ( f]R fnd)\) converge vers

/Rf(O)]l{O}(x)d)\(x) =0.

Donc (F(z,)) a pour limite 0. Par caractérisation séquentielle de la limite F' a pour limite 0 en +oc.

Soit @ > 0. On veut appliquer le théoréme de classe C! des intégrales & parameétre.



e Soit > a, 'application t — e_“2f(t) est intégrable par la question 3.

e Soit t € R, l'application = +— e*"”tgf(t) est de classe C! sur Ja, o[ car Pexponentielle est C! et la
dérivée est z — —t2e=2 f(¢).

e Pour tous x > a et tout t € R, on a

| = 27" f(1)] < 27| f(1)] < 2e | f(E)]

—at?

Par le rappel, t — t2e est bornée sur R. On note M un majorant. Alors pour tous = > a et

tout t € R, on a
_:172
| = %e7" f(t)] < M|f(t)].

et | f] est intégrable.

Par le théoréme de classe C! des intégrales a parametre, F est C! sur |a,oo0[. Comme ]0,00[ =
Uas0 Ja,0o[. On en déduit que F est C* sur ]0, oo].

8. (a) Soit (x,) une suite décroissante strictement positive convergeant vers 0. Pour tout n € N, on
considere f, : R — R définie par f,(t) = t2e~2=t" f(t). On a alors F'(z,) = — Jg fu(t)dA(t). On
veut appliquer le théoréeme de convergence monotone.

e Pour tout n € N, f,, est mesurable positive.

e Soit t € R. Alors lim,, o, —7,t2 = 0 par conséquent lim,, o fn(t) = t2f(t). Donc (f,)
converge simplement vers t — 2 f(t).

e Soit t € R. La suite (x,)nen est décroissante. Par conséquent la suite (—t2z,)nen est
croissante. Par croissance de 1’exponentielle, la suite (e‘t2’”“)neN est croissante. Comme
f >0, la suite (f,,(t))nen - Par conséquent (f,,) est croissante.

Par le théoréme de convergence monotone, la suite ([ fnd)) converge vers [; 12 f(t)dA(t). Ainsi
(F'(x)) converge vers — [, t* f(t)dA(t). Par caractérisation séquentielle de la limite F’ a pour
limite — [5 t2f(¢)dA(t) en 0.
(b) L’application nulle convient.
(¢) L’application f :t — H-% convient. Cette application est bien intégrable (voir TD) et positive.
¢

2 2
En outre, pour tout t > 1, on a L’;—tg > prE = % et 'application minorante est positive et n’est

pas intégrable sur [1,00[. Donc t + t2f(t) n’est pas intégrable sur [1,00[ et donc sur R. Donc F”
a pour limite —oo en 07.

Exercice 2.
1. On obtient 'aire du disque & savoir 7.

2. Pour tout (z,y) € D, on a
ly? — 2% <y? +2? < 1.

Comme la fonction constante 1 est intégrable sur D par la question précédente, la fonction (z,y) —
y? — 22 est intégrable sur D.

3. La fonction (z,y) — y? — 2% est intégrable sur T par la question précédente. On peut donc appliquer
le théoreme de Fubini.

| =saran) = [ 62— reaare = [ [ 0F - i@

- /[ 2 [ et

Soit y € {0, g} Comme z + y? — 22 est continue sur le segment [—y,y|, les intégrales Lebesgue et

Riemann coincident d’ou

Y 4
[, et = [ ety g

-y



De méme, y — %yg’ est continue sur le segment {0 ‘[] les intégrales Lebesgue et Riemann coincident
d’ou
2y 1

4
2 2 3 3
y—dec,y=/ Sy dA(y) = fydy—f

. La fonction (z,y) — (y* —2?)1s,, est intégrable par la question 2. On peut donc appliquer la formule
de changement de variable en polaire. On obtient

/ y? — xQd)\(x, y) = / (y2 - :vQ)ILsAB (z,y)d\(z,y)
SaB R2

/]0 ” [r3(sin2(9) — cos%())1g,, (rcos(f), rsin(8))d(r, 0)

o

/ 3 (sin(0) — cos*(0))dA(r,0) = / r3(1 — 2cos?())dA(r, 0)
10.1(x[5.%F]

10,1[x [, %]

=- / 3 cos(260)dA(r, 0)
10.11x[ %, %]

Par le théoreme de Fubini pour les fonctions intégrables, on obtient
37\']

/ V2 — 22d\(z,y) = — / 3 cos(20)dA(r, ) = — / FSdA(r) / cos(20)dA ()
Sas 10,1[x[%,3F 10,1[ z

=— r3d(r cos(20)dA\ (6
/[01] ()/[m (26)dX(6)

Comme on integre des fonctions continues sur des segments, on peut calculer a I'aide de l'intégrale de
Riemann. On obtient alors

3

/sAB v M y) = - /0 1 rPdA(r) [ " cos(20)dA(0) = ~

4
. Par linéarité de l'intégrale [, y* — 22d\(z,y) = Jss y? — 2?d\(z,y) — [ry? — 2?dA\(z,y) = ¢

(a) L’application v est linéaire et inversible. C’est donc un difféomorphisme. Sa matrice dans la base

. ¢ 0 1
canonique est (o ).
(b) Ona D = {(z,y),2 +y* < 1}. Donc ¢(D) = {(y,v),2* +y*> <1} = D.
(c) On applique le théoréme de changement de variable & I'application (z,y) +— %? — 22 qui est
intégrable sur D et au difféomorphisme ¢p : D — D. On a alors, pour tout (z,y) € D,

Jy(z,y) = ((1) é) et donc det(Jy(x,y)) = —1. Ainsi

| 7 =aaxa) = [ @ = )deye )iy = [ 2= ).

On obtient donc [, y* — z*dA(z, y) = 0.

. On consideére I'application ¢ : R? — R? définie par ¢(z,y) = (—x, —y). C’est une application linéaire
inversible et donc un difféomorphisme. Pour tout (z,y) € R?, on a det(Jy(z,y)) = 1. Soit Sap et Scp
les secteurs ouverts de D délimités par les rayons O A et OB et par les rayons OC et OD. On a ng(S'CD) =
S Ap. Par conséquent la restriction de ¢ a S'C p est un difféomorphisme de S’C p dans S 4. On applique
le théoréme de changement de variable a application (x,y) — y? — 22 qui est intégrable sur Sap et
au difféomorphisme ¢ : Scp — Sap. On obtient alors fSAB y? — 22d\(z,y) = fScp y? — 22d\(x,y).
Enfin comme Sap et Sap different de deux segments qui sont des parties négligeables de RZ, on

f y? — 22d)\(z,y) fs y? — 22d\(z,y). Le méme raisonnement s’applique pour Scp et on
obtlent done [g y? — 22d)\(z,y) = [son y? — 22d\(z,y).



