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Questions de cours

1. Écrire la définition d’une fonction Lebesgue intégrable f définie sur une partie mesurable B de R
à valeurs dans [0,+∞], puis à valeurs dans R, et enfin à valeurs dans C, et donner la définition de
son intégrale dans les deux derniers cas.

2. Enoncer le corollaire 2.12 du polycopié et le démontrer (approximation de l’intégrale d’une fonction
mesurable positive sur ]a, b[.)

Exercice 1. Soient α ∈ R, et pour n ∈ N fn : [0, 1] −→ R définie par:

∀0 6 x 6 1, fn(x) = nαx(1− x)n.

1. Etudier la convergence simple de (fn)n>0.

2. Pour n ∈ N, étudier les variations de fn et calculer ||fn||∞ = sup
x∈[0,1]

|fn(x)|.

3. Montrer que ||fn||∞ ∼
n→+∞

nα−1

e .

4. Pour quels α ∈ R, y a-t-il convergence uniforme de la suite (fn)n>0?

Exercice 2.

1. Soit (gn)n∈N une suite de fonctions gn : R→ R données par gn(x) =
1

(1 + x2)n
.

(a) Montrer que la suite de fonctions (gn)n∈N converge simplement vers une fonction que vous
devez spécifier et étudier la convergence uniforme sur R.

(b) Soit a > 0. Comme dans la question précédente, étudier la convergence simple et uniforme de
la suite de fonctions (gn)n∈N sur [a,+∞[.

(c) Soient 0 < a < b <∞ et In =

∫ b

a

gn(x)dx. Montrer que la suite (In)n∈N converge.

2. Soit (hn)n∈N∗ une suite de fonctions hn : [0, 1]→ R données par

hn(x) =

{
n2x(1− nx) si x ∈ [0, 1/n]
0 si x ∈ ]1/n, 1]

.

(a) Étudier la limite simple de la suite de fonctions (hn)n∈N∗ .

(b) Calculer

∫ 1

0

hn(x)dx.

(c) En utilisant les résultats des questions (a) et (b), y-a-t-il convergence uniforme de (hn)n∈N sur
[0, 1]?
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Exercice 3.

1. Démontrer que pour tout x ∈]0,+∞[,

x

ex − 1
=

+∞∑
n=1

xe−nx.

2. Pour n ∈ N∗, on considère vn :]0,+∞[→ R définie par vn(x) = xe−nx. Montrer que∫
]0,+∞[

vn(x)dλ(x) =
1

n2
.

3. Montrer que la fonction

u : x 7→ x

ex − 1

est intégrable sur ]0,+∞[.

4. Démontrer que ∫
]0,+∞[

x

ex − 1
dλ(x) =

+∞∑
n=1

1

n2
.

5. (Bonus). Montrer de la même façon que pour tous a, b > 0, on a∫
]0,+∞[

xe−ax

1− e−bx
dλ(x) =

+∞∑
n=0

1

(a+ bn)2
.
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