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Durée 2 heures.
Soigner la rédaction et la présentation.
Les documents, y compris sous forme électronique, ne sont pas autorisés.
Les calculatrices, tablettes, ordinateurs, montres connectées, sont interdits. Les téléphones portables,
éteints et rangés.

Questions de cours

1. Ecrire la définition d’une fonction Lebesgue intégrable f définie sur une partie mesurable B de R
a valeurs dans [0, +00], puis & valeurs dans R, et enfin & valeurs dans C, et donner la définition de
son intégrale dans les deux derniers cas.

2. Enoncer le corollaire 2.12 du polycopié et le démontrer (approximation de l'intégrale d’une fonction
mesurable positive sur ]a, b].)

Exercice 1. Soient @ € R, et pour n € N f,, : [0,1] — R définie par:
Vo< <1, fulz) =n2(1 —x)".
1. Etudier la convergence simple de (f5,)n>0-

2. Pour n € N, étudier les variations de f, et calculer ||f,|lcc = sup |fn(2)].
z€(0,1]

nafl

€

3. Montrer que ||fnlloo  ~

n—-+oo

4. Pour quels o € R, y a-t-il convergence uniforme de la suite (fp,)n>0?

Exercice 2.
1

1. Soit (gn)nen une suite de fonctions g, : R — R données par g,(z) = m
x

(a) Montrer que la suite de fonctions (g, )nen converge simplement vers une fonction que vous
devez spécifier et étudier la convergence uniforme sur R.

(b) Soit @ > 0. Comme dans la question précédente, étudier la convergence simple et uniforme de
la suite de fonctions (g, )nen sur [a, +o00].

b
(c) Solent 0 <a<b<ooet I, = / gn(x)dx. Montrer que la suite (I,),en converge.

2. Soit (hy)nen+ une suite de fonctions h,, : [0,1] — R données par

n?x(1 —nz) sizel0,1/n]
hn(m):{ 0 siz € |l/n,1]

(a) Etudier la limite simple de la suite de fonctions (hn)nens-

1
(b) Calculer/ b (x)dx.
0

(c) En utilisant les résultats des questions (a) et (b), y-a-t-il convergence uniforme de (h,)nen sur
[0,1]?



Exercice 3.

1. Démontrer que pour tout x €]0, +00l,

2. Pour n € N*, on considére v, :]0, +oo[— R définie par v,(x) = ze™™*. Montrer que

1
vp(2)dA(z) = —=.
/]0,+oo[ n?

3. Montrer que la fonction

—
Ui o
est intégrable sur ]0, +oo].
4. Démontrer que
T =1
d\(z) = —.
/]0,+oo[ er =1 ;::1 n?

5. (Bonus). Montrer de la méme fagon que pour tous a,b > 0, on a

e W = 1
——d\(x) = —_—
/]07+00[ 1—e bz 7;) (a+bn)?



